Departamento de Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1001: Introducciéon al Calculo 2024-1

Pauta Control 5

P1. Considere la sucesion (z,) definida por recurrencia

8 1 72
Tpitl = + xn, To — 10.
3
(a) (2.0 pts) Muestre que z,, > 2 para todo n € N.

Solucion

Por induccion:
e Caso base: Paran = 0, xg = 10 > 2. También puede tomarse como caso base

e Hipotesis de induccién (H.I.): Supongamos que para n = k se verifica que
e Suponiendo cierta (H.I.)

8+ a7}
3

8 + (2)2
3 7

=4 =2,

lo que prueba que x;1 > 2, luego el resultado se sigue por el principio de induccion.

Tk+1 =

> (H.L)

(b) (2.0 pts) Muestre que (z,) es mondtona.
Solucién 1

8+ 22
VT3 [8 1
T, T 3a2 * 3’
2 . 1
como z, > 2 > 0 entonces z; >4, asi — > —, luego
'Tn
2 S 8 8 < 2
37 32 3z2 — 3’
entonces
Tpa1 8 1 2 1
=4/=—=+=-<Q/=-+==1.
T, 32 * 37 V3 * 3



P2.

Concluimos que x, 1 < x,, asi que (z,) es decreciente.
Otra solucién para P1 (b) Racionalizando z,1 — x,

842 8412 8—2x2
8+ a2 8+ a2 I st 5
{L‘n l—xn — —xn — — x?’L = —
* 3 3 / 2 2 2
8+x2 + 8+x2 8+x7
3 n

como x,, > 2 > 0 entonces 22 > 4, luego 8 — 222 < 0 .

Asi que x,41 < z,, entonces (x,) es decreciente.

(2.0 pts) Usando lo anterior concluya que (z,) converge y calcule su limite.

Solucion Dado que la sucesion (z,) es decreciente y acotada inferiormente entonces
converge.

Silim z, =/

n—o0
. . 8+ 22
lim x,,1 = lim ,
n—o0o n—00 3
entonces
/8 + (2
{= )
3
luego
28t 2
3 )
por tanto ¢2 = 4, luego ¢ = 2 6 { = —2, esta tltima solucion se descarta pues z,, > 2 asi
que lim z, > 2.
n—oo
Finalmente, concluimos que lim z,, = 2.
n—0o0
2n)!
(3.0 pts) Muestre que ¢, := 22(n<nn)!)2 converge.
Indicacion: calcular
Cn+1
Solucién
(2n)!
e Pl (@22 (D) (2n)12((n 4 1))
Cns1 e+ 2v(2(2(n+ 1)) (2n+2)!(nh)2
220+ ((n + 1)!1)2
asi
tn (2n)! (n+Dn\? 2+ 1)2  2(n+1)  2n+2
Cnr1 (20 4+2)(2n +1)(2n)! n/! S 2n+1)2n+1)  2n+1  2n+1




luego

n 1
o1y >1,
Cntl 2n +1
>0

entonces ¢, > ¢,41, luego la sucesion (¢, ) es decreciente.

Como ¢, > 0 entonces (¢,) es acotada inferiormente.

Concluimos que converge por ser decreciente y acotada inferiormente.

(b) Calcule los siguientes limites

3. n K
i. (1.0 pts) lim M con 0 < a <b.

n—oo pdagn 4 /n? + 1"

Solucién Dividiendo entre nb™ numerador y denominador tenemos

na"” —nb* n? (%)n -1 oo (%)n —1
5,4m /M2 167 - 2 1 B ’
n’a™ +v/n® + n4(%)n+nT+ n4(%)n+ 1+%

Notamos que g = % cumple |q| = <1 y por tanto n*q"” — 0y n?¢™ — 0, es decir,

b
lim n* (E) =0 y limn? (E) =0,

n—o00 b n—0o0 b

1
como lim — = 0, usando algebra de limites

n—oo N

3,mn n —1

lim n’a™ —nb 0 _ 1

nSoo mdan +/nZ £ 1" 0+ +/I+0

1\" 1
ii. (1.0 pts) lim \/n + (1 + —) —\/n+A/3—=]|Vn+2T.
n—00 n n

Solucion Racionalizando

\" 1
\/n—i—(l—l——) —\[n+4{/3——=|Vn+2™
n n

+(1+l)"—(n+ "3

n—|-2 ”




tomandoy/n como factor obtenemos que lo anterior es igual a

(T+3)"={B3-=2 1

Vi 1+ —
ﬁ<\/1+%(1+%)"+,/1+%€/3—%>
(L) {3 - F
= L+
JIHE+ 14231

) 1 N .
Como lim 3 — — =3 > 0 entonces lim 4/3 — — = 1, ademas
n—o0 n n—o0 n

1\" 1
lim (1+—) =e y lim — =0,
n

n—00 n—oo N

luego
.1 \" 1, 1
lim —(1+—)] =0y lim —4/3——=0.
n—oo N, n n—oo 1, n
Finalmente, dado que lim — =0
n—oo N2

1\" 1
lim \/n—i—(l—i——) —A/n+4/3—=]Vn+2"
n n

n—oo

e—1
= VI+0
VI+04+v1+0

e—1
5

. (msin(n?) +3"\"
111. (1.0 ptS) nh—{{.lo (W) .
nsin(n?) 4 3"

SRCEETTSI dividimos numerador y denominador entre 3"
n

Solucién Para ¢, =

. 2 1 n
nsin(n®) +1 n (g) sin(n?) 4+ 1

nsin(n?) 4 3" 3n
qn = = - n )
903 + 3ot o3 1
e = 43 2n3 (-] +3
3n 3
. \" i
como lim n 3] = 0 y sin(n?) es acotada, tenemos que
n—oo

1 n
lim n (g) sin(n?) = 0,

n—oo



1
ademéas lim n? (—) = 0, entonces usando el algebra de limites
n—o0o 3

nN" .
n<§) sin(n®) + 1 041 ]

lim ¢, = lim = = -

n=s00 n=s00 1\" 2 3’
s s 2n3<) 13 0)+3 3

3

como |%| <1

()" =0,
es decir,
) nsin(n?) 4+ 3"\"
A, (W) -

Tiempo

: 1:30 horas.




