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P1.

a) Considere la sucesién {s,,}

Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Introduccién al Célculo MA1001-2023-2

Control 3

nen definida por

n2

T o

i) (3.0 pts) Use la definicién de convergencia para demostrar que

1f _1
Hn on =5

Solucién: Para demostrar que {s,}, .y — %, debemos garantizar que para cualquier € > 0, existe
ng € N tal que

1
Vn > ng, sn—ilgs.
(0.3 pts)
Sea € > 0 y estimemos la diferencia ’sn = %| Observamos que
1 n? 1 2n? —2n2 — 1 1
S’I’L = | =l = = = = .
2 2n2+1 2 2(2n2% +1) 2(2n2% +1)
(1.5 pts)
Asi que }sn = %{ < € es equivalente a
1
dn® +2> -,
€
(0.3 pts)
esta ultima desigualdad serd cierta si
1/1
2> (=2-2
"=y (e ’
asi,
S 1
n>——.
(0.3 pts)

Por lo tanto, si ng > #\E (el cual existe por la propiedad Arquimediana aplicada a 2/€)(0.4 pts),

y si n > ng entonces

1
Sy — 5' <eg, (0.2 pts)

que es lo que queriamos demostrar.




ii) (1.0 pto) Encuentre qué tan grande debe ser n para que |5n — %| < 0,0002.
V5900 ~ 35,36

Indicacién: puede usar que 5=

Solucién: Teniendo en cuenta que {s,}, .y — %, busquemos un ng € N tal que
Vn > 1 < 0,0002 L
n>n Sp— =| <0, = —.
=0 2 5000
(0.4 pts)
Esto es
n? 1 1
Vn > _ — | < —. 1
=m0, ‘2n2+1 2‘—5000 e
Del problema anterior, la ultima desigualdad es cierta si
S 1
S ——
(0.2 pts)
es decir,
1 /5000
n > = 5
1
24/ 5000
(0.2 pts)
Luego, como 7V52000 < 35,36 tenemos que para ng = 36 (0.2 pts), se tiene la desigualdad (1).

b) (2.0 pts) Sean {an}, ey, 10n}, ey Sucesiones de niimeros reales tal que {an}, oy — £ con £ € R. Demuestre
que si {an — b}, oy — 0, entonces {by}, .y converge a £.

Solucién: Para demostrar que {b,},.y — ¢, debemos garantizar que para cualquier ¢ > 0, existe
ng € N tal que

Vn > ng, |bp—4| <e. (2)

Sea £ > 0. Por un lado, como {an},y — £ existe n; € N, tal que

€
Yn >ny, |ap, — £ < 3
(0.5 pts)
De otro lado, como {a, — b, }, oy — 0, existe no € N, tal que
€
VnZn% |an_bn| S 5
(0.5 pts)
Si consideramos ng = max {n1,ns} (0.2 pts), para todo n > ng, vamos a tener que
€ €
lan, — 2] < 57 lan, —by| < o
(0.2 pts)
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Finalmente, para todo n > ng se tiene

|br, — €| = |bp, — an + an — ¢

S |bn - an| + |an — £|
S5 c_.
-2 2
(0.4 pts)
Hemos demostrado asi que se cumple (2), y por lo tanto {b,}, . — ¢. (0.2 pts)
a) Considere a > 0 y la sucesion {x,}, oy tal que z1 = y/ay (Vn € N) 11 = Va + z,.
i) (1.5 pts) Demuestre que la sucesién {x,}, o es creciente y no negativa.
Solucién: Mediante Induccién, se demostrard que (Vn € N) 0 < z,, < @y41. (0.3 pts)
Esto es cierto cuando n = 1, ya que
0<z=+va<\/a+va=mx (0.5 pts)

puesto que la funcién raiz cuadrada es creciente. Ahora, suponiendo que la propiedad es cierta
para n € N, se debe probar que es también cierta para n + 1. En efecto, como z,, > 0, se cumple
que

0<+Va<+Va+z,=mTp1. (0.2 pts)

Dado que x,, < x,+1 y la monotonia de la funcién raiz cuadrada,

Tnt1 = Va+ Tn < \/a+ Tptp1 = Tnyo (0.3 pts)

probando asi la tesis inductiva.

En conclusién, la sucesion {x,}, .y s no negativa y creciente. (0.2 pts)

ii) (1.0 pto) Pruebe que (Vn € N) z,, < u, donde u es la Unica raiz positiva de la ecuacién u
Indicacién: Aplique la condicién u

2:u+a.

2= u+a cuando sea necesario.

Solucién: Nuevamente se procede por Induccién. En primer lugar, para n = 1, se tiene que
r1=vVa<Vat+u=vVu2=u. (0.4 pts)

Anédlogamente, si es cierto para n € N, entonces

Tnt1 = Vat o, <Vatu=vVu2=u (0.4 pts)
probando que también lo es para n + 1.

En conclusién, la sucesién es acotada superiormente por u. (0.2 pts)

iii) (1.5 pts) Concluya que la sucesién posee limite y calcilelo.

Solucién: En virtud del Teorema de Sucesiones Monétonas, dado que la sucesion es acotada
superiormente y monétona creciente, la sucesion {z,}, .y es convergente. (0.5 pts)




Si lim x, = lim x,4; = L, aplicando Algebra de Limites de Sucesiones, se tiene que
n—oo n— oo

lim z,4; = lim va+ x,
n— o0 n— oo
L=+va+ L

L*=a+L (0.3 pts)
la cual es una ecuacién cuadrética que tiene dos soluciones dadas por

1—+v1+4a

1++v1+4
L= 5 (negativa) y L = % (positiva).
(0.3 pts)
Sin embargo, la sucesion es no negativa, por lo que L > 0. En conclusion,
p 14+ +V1+4a
lim z, = ———.
n— 00 2
(0.4 pts)
b) (2.0 pts) Determine las soluciones de la inecuacién logy /5 (mlogl/Q(z)‘Q) < 3.
Solucién: Primero, es necesario que x > 0 para que la inecuacién esté bien definida. (0.2 pts)
Aplicando las propiedades del logaritmo, se tiene que
logy 5 (mlOgl/Q(’”)_z) <3
(1og1 12 (@) — 2) log, » (x) < 3. (0.4 pts)
Tomando la variable auxiliar u = log; /5 (), la inecuacién a trabajar estd dada por
u(u—2)<3
uw’—2u—3<0
(u—3)(u+1) <0. (0.4 pts)
Entonces, u € (-1, 3). (0.2 pts)
Luego, como log, /; (+) es biyectiva y decreciente (su base es menor que 1), (0.3 pts)
—1 <logy /s (x) <3
1\? .. 1\ !
2) ST \2
1
- <z <2
g <7
. . - 1
Por lo tanto, el conjunto solucién de esta ecuacién es I = (8’ 2). (0.5 pts)

P3. Calcule los siguientes limites:



i) (1.5 pts) lim iii) (1.5 pts) lim

5n3 + Tn — 2 <3n—|—1>"

n— oo n — 6’rL3 ) n—r00 3n—1
.. , 1+2+3+---+n n
i) (1.5 pts) lim ( 2 - 2) iv) (1.5 pts) lim v/n+2 (Vn+1—+/n)

Solucion:

i) Al dividir por n® el numerador y denominador, y usando algebra de limites, se tiene

p _ 2
nh—>néo e nh_}n;o 7%2 = (0.5 pts)
54+0-0
= — 0.5 pt
=1 (0.5 pts)
=-5 (0.5 pts)
donde se ha utilizado que
lim — = 0 para k € {2, 3}
Jim — =0 para , 3%,
ii) Recordando que
1
1+2+3+---+n:@,
se obtiene
) 1+2434---4n n) ., nn+1) n
Mg ( p— - 2) = Mo (2<n+2) - 2> (0:5 pts)
— m n(n+1) —n(n + 2)
n—o0 2(n + 2)
—n
= lim —— 0.5 pt
o 5T 2) (0:5 pte)
n 1
T oo 2n+ 4 g
R
= nh_}rgo 5+ 4 (0.3 pts)
1
240
1
= =5 (0.2 pts)
donde en el dltimo paso hemos usado que
lim — = 0.
n—oo n,




iii) Observemos que

' (?’”)n (0.3 pts)

- (0.2 pts)

Ahora, como

3n+1\" 1\" 3n—1\" 1\"
=(1+— =(1-— A4
( 3n ) (+3n> Y < 3n ) ( 3n) ’ (04 i)

vamos a tener que

Notando que
1°) el numerador converge a e!'/3, (0.2 pts)
2°) el denominador converge a e /3, (0.2 pts)

por édlgebra de limites concluimos que

(0.2 pts)




iv)

Observemos que al multiplicar y dividir la expresion, por el radical conjugado se obtiene
vVn+1l++/n
Ii + 2 +1-— =1 + 2 +1- s e
L SRR = ) = o YRR R e
VaFz | (VA1) - (va)']

lim

n—00 vVn+1++/n

_ lim vVn+2[(n+1)—n]

n—co  \/n+1++/n

Wi —e 2 vn +2

n—oo \/n+1++/n

Vg /1+ 2
= lim

(e

(0.3 pts)

(0.2 pts)
(0.2 pts)

(0.2 pts)

(0.2 pts)

(0.2 pts)

Usando &lgebra de limites, como el numerador tiende a 1 y el denominador tiende a 2 # 0, se deduce

que

lim vn+2(Vn+1—+/n) = %

n—oo

(0.2 pts)

Duracién: 3h.




