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Examen

P1. a) Considere la funcién f: (—4,4) — R dada por
fla) =|a* —4].

i) (2,0 pts.) Encuentre el conjunto D C (—4,4) de todos los puntos z € (—4,4) tales que f es derivable
en .

Solucion:
Consideramos varios casos:

Caso 1: Si x € (2,4), tenemos que 22 — 4 > 0 por lo que f(x) = x? — 4, que es una funcién
derivable por &lgebra y composicién de funciones derivables. Por lo tanto, (2,4) C D.
Caso 2: Si z € (—4,—2), tenemos que 2 — 4 > 0 por lo que f(r) = 22 — 4, que es una funcién

derivable por &lgebra y composicién de funciones derivables. Por lo tanto, (—4, —2) C D.

Caso 3: Si x € (—2,2), tenemos que 22 — 4 < 0 por lo que f(z) = —(2%2 —4) = 4 — 22, que es una

funcién derivable por dlgebra y composicién de funciones derivables. Por lo tanto, (—2,2) C D.
Caso 4: Si £ = —2, tenemos que f(Z) = 0. En este caso, debemos determinar si f es derivable en
Z por definiciéon. Notemos que

— f(z 2 _94)—
i L@ ZI@) g @D =0 oy 4
T—T r— =T z+ 2 T—T
— f(z 4 — p2) —
lim it Jf(x) = lim (#4-279)-0 = lim 2—2) =14
T+ T =T rz—TT T+ 2 rz—T T

Como los limites laterales no coinciden, esto demuestra que el limite no existe y que f no es
derivable en z = —2.

Caso 5: Si & = 2, tenemos que f(Z) = 0. En este caso, debemos determinar si f es derivable en =
por definicién. Notemos que

— f(x 4 — 2) —
i L@ ZI@ g BTN 20 o) = 4
T—T r—x T—T r—2 T—T
— f(x 2_94)—
fm L@ =S@ g @D =0 gy
z—Tt+ a5 = 1 rz—zt -2 rz—zt

Como los limites laterales no coinciden, esto demuestra que el limite no existe y que f no es
derivable en z = 2.

Concluimos de esta forma que D = (—4, —2) U (—2,2) U (2,4).

ii) (1,5 pts.) Encuentre los intervalos de crecimiento de f.



Solucion:
Analizamos tres casos:

Caso 1: Si z € (2,4), tenemos que f(z) = 22 —4 por lo que f'(x) = 2z > 0. Asi, f es creciente en
este intervalo.

Caso 2: Si # € (—4,—2), tenemos que f(z) = 2% — 4 por lo que f'(x) = 2z < 0. Asi, f es
decreciente en este intervalo.

Caso 3: Si x € (—2,2), tenemos que f(x) =4 — 22 por lo que f/(x) = —2z. Por lo tanto, el signo
de f" dependera de si  es positivo o negativo. Vemos que f'(z) > 0si x < 0y que f'(z) < 0 si
x > 0. Por lo tanto, f es creciente en (—2,0), y decreciente en (0, 2).

En resumen, concluimos lo siguiente:

F@ [ = 1 + [ - [ +
@~ T 7 T~ [ 7

Tabla 1: Tabla de crecimiento de f.

iii) (0,5 pts.) Bosqueje f indicando claramente los intervalos en los que es creciente y decreciente, y los
puntos donde no es derivable.

Solucién:

A continuacién se muestra el grafico de f, donde se incluyen flechas “ 7 para indicar las zonas
en las que es creciente y flechas “\” para indicar donde es decreciente. Ademas, se marcaron los
puntos en los que f no es derivable con un semicirculo.

1Y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Figura 1: La funcién f.

b) (2,0 pts.) Considere la funcién F': (1,4+00) — R dada por

Fz) = /11 m((t-2)") dt.

Demuestre que F'(z) = (4z — 1) In(x) para todo z € (1, +00).
Indicacién: Comience desarrollando la expresién In((¢ - z)*).



Solucién:

Notemos primero que
In((t-z)*) =zt z) = zln(t) + z In(z),

por lo que
T x
F(z) = x/ In(t) dt —|—/ x In(z) dt.
1 1
Usaremos esto para calcular F’(x).

Primera forma (usando el teorema fundamental del cdlculo):

Tenemos que

x

1

F(z) = x/lx In(t) dt + /Ix xIn(z)dt = x/lx In(t)dt + (¢t - zln(z))| = x/lx In(t) dt + z(x — 1) In(z).

Usando el teorema fundamental del calculo se obtiene que

/

F'(z) = (2') - /j In(t) dt + x </11 In(t) dt) + (z(z — 1) In(x))’
= /z In(t) dt + z1n(z) + (22 — 1) In(z) + 1 z(x —1)
1 %

= (tIn(t) — t)‘j +zln(z) + 22z — 1) In(z) + =z — 1

=zln(z) —z—(In(1) - 1)+ Bz —1)In(z) +z — 1
= (4z — 1) In(x).

Sequnda forma (integrando directamente):
Tenemos

F(z) :x/j In() dt+/1len(x) dt

(zln(z) —z—1-In(1) + 1) + z(z — 1) In(z)

Por lo tanto,

F'(z)=(") (2z—1)In(z) —z+1)+2-((2z —1)In(z) —z + 1)’
=(2x—1)In(z) —x+1) + z((2z — 1)" - In(z) + (22 — 1)(In(z))" — 1)
— (2 —-1)ln(z)—z+1)+z <2~1n(x)+(2m—1)i—1>
=(2z—1)In(z) —z+1)+ 2z -In(z) + 2z — 1) — z)
= (4 — 1) In(z).
P2. Considere la funcién f: R — R definida por
1—a?
f(x) = m7

y la regiéon R definida como el sector del plano comprendido entre f y el eje horizontal, entre los ceros de f.

a) (1,5 pts.) Demuestre que existen A, B € R tales que, para todo = € R,
B

fl@) = A+1+x2



Solucién:

Si imponemos que
1— 2 B Al+2*)+ B
— —A —
1+ x2 /() Jr1—1—302 1422 7
concluimos que 1 — 22 = A(1 + 2?) + B = (A + B) + Az? para todo x € R.

Igualando coeficientes, obtenemos el sistema,

A+B=1
A=-1

de donde resulta que A = —1y B = 2. Asi,

para todo x € R.

b) (1,5 pts.) Calcule el 4rea de la regién R.

Solucién:
Notemos primero que f tiene ceros en x = —1 y en x = 1. Por lo tanto, el area de R es

1 1 2
=
z)dr = —— dx.
IRCESN
Por la parte anterior, vemos que

1q_ 2 1
/de:/ 2
711+.'L'2 1 1+.’L‘2

= (2arctan(z) — )

= (2arctan(l) — 1) — (2arctan(—1) + 1)

=7 —2.

c) (3,0 pts.) Calcule el volumen del sélido de revolucién obtenido al rotar la regién R con respecto al eje
horizontal.
1 1

x
m dCC = 5 (S(;Q_'_l + arctan(z)) —+ C

Indicacién: Puede usar que /

Solucién:
Usando la parte a), tenemos que el volumen es

W/_ll[f(ac)]de:w/l (;ij)Z do

/ <1+x2_1) de

- [ (e ) &
( 2

—|— 2 arctan(z) — 4 arctan(x) + x)

1

—1




1

2
=T <ng_1 — 2arctan(z) + x)

-1

= (3 — 2arctan(1) + 1 — <—§ — 2arctan(—1) — 1))
=m(4d—m)

a) Considere la funcién f: [0, +00) — R definida por f(z) = y la region

Ve o +1
R={(z,y) eR? : 2>0,0<y< f(z)}.

i) (1,5 pts.) Exprese el drea de la regién R como una integral impropia y demuestre que es convergente,
sin calcularla.

Solucién:
Notemos que el area bajo la curva definida por f viene dada por

oo e—;z;
area(R) = — du,
®= [ =
que es una integral impropia de primera especie. Ademads, como f es continua en todo R al ser el
cociente entre e* y v/e~% + 1 (que son continuas y no nulas en todo R), es integrable en [0, z]
para cualquier z > 0.
Para ver que esta integral es convergente, podemos usar varios métodos:

Primera forma (criterio de comparacion con e~*): Tenemos que e~ % > 0, por lo que

para todo x > 0.
Ademas, se tiene que

S oo
/ e ¥dr=—" =1<o0,
0 0

por lo que ambas integrales impropias convergen.

Sequnda forma (criterio de comparacién con x®):
Tenemos que e~ * > 0, por lo que

e—l‘
0< ———=<e "

S Vem gl

Ademds, notemos que, para cualquier a > 1, se tiene que z%e~* — 0. Por lo tanto, existe b > 0

para todo x > b.
Sabemos que la integral impropia

es convergente si a > 1, por lo que la integral que estamos analizando también es convergente.
Tercera forma (criterio del cociente con e~*): Tenemos que e~ * > 0, por lo que
—x

€ >0

Ve T +1




para todo x > 0.
Ademas, se tiene que

~
3 — —x
’ (& +1 . @ e — 17 1 _
o 1 s me = ==
671‘,

por lo que ambas integrales impropias convergen o ambas divergen.
Por otro lado, tenemos que

€9 oo
/ e Pdr=—e" =1<o0,
0 0

por lo que ambas integrales impropias convergen.

—140

(1,5 pts.) Calcule el 4rea de la regién R.

Solucién:
Primera forma (integrar directamente): Tenemos que

dr = lim

[e’e} e T x eft
_— —dt
[ et [ 7

1+e™®
Ii 1 d
= lim — — adlU
2
lim —du
=00 [14 o~ \3/6

2
3
= lim <u2/3>
z—00 \ 2 lie—

_3 (\3/417 lim (1 +e*z)2/3>

2 T—00
3 3
= 5(\/1— 1)

donde, en el segundo paso, usamos la sustitucion
u=et+1
—du = et dt,
y en ultimo paso utilizamos algebra de limites.

Sequnda forma (calcular una primitiva primero):
Calculemos una primitiva de f. Tenemos que

[ 7= 7

——dr=— | —=du

Vet + 1 Ju
3

= —§U2/3 aF C
3 —z 2/3
donde, en el primer paso, usamos la sustitucion
u=e *+1

—du = e *dx.




Asi, pues,

dr = lim

o0 e—w xr e—
—— ——dt
/0 Vet +1 CE—>00/0 Vet +1
3
lim — (2 (e_t + 1)2/3

)

XT—r00

e (32 2/3 3 0, \2/3
" (2(6 + 17 -3 (0 41) )
= J(Wi-1)

donde en tltimo paso utilizamos algebra de limites.

3
Luego, la integral es igual a 5(\3/41 —1). Por lo tanto,

area(R) = g(\a/i— 1).

b) Determine el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

. o "
i) (1,5 pts.) » o
n=0

Solucién:

Primera forma (usando la férmula para el radio de convergencia):
— 1+ I 3 s n

Calculemos p = lim,,, {/|a,| donde la serie es > a,x

Tenemos que
ol L 1
= lim = lm 3= 73

Segunda forma (usando el criterio de la raiz n-ésima):
Dada la forma de esta serie que estamos estudiando

x
D 5

n=0

lim |an = lim

n— 00 n— 00 n

Asi, el radio de convergencia es R =

podemos aplicar el criterio de la de la raiz n-ésima. En este caso, debemos estudiar el limite

n
n

:hm||

lim —
n—oo 2

n— oo

2TL

Recordemos que dicho criterio nos asegura convergencia cuando

h'rnmzm<17

n—oo 2 2

donde en el 1dltimo paso hemos usado que

lim - = —.
n—oo 2 2

Por lo tanto, el radio de convergencia es R = 2.

> n "

ii) (1,5 pts.) Z

n=0



Solucién:
Primera forma (usando la férmula para el radio de convergencia):
— ¢ g o0 n
Calculemos p = lim,,_, {/|a,| donde la serie es >~ a,z™. Tenemos que

) ) 3 ; . (_l)n - . n 1 o o ].
Jim /fa] = lim \K = e~ ey

Por otro lado, tenemos que {/(2n)! > {/n!. Usando la indicacién, concluimos que

1
0< lim < lim =
T n—ooo /(zn)l T n—oo Yn!

0,

de donde p = 0.
Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie es R = oo.

Segunda forma (usando el criterio del cociente):
También podemos aplicar el criterio del cociente. En este caso, dado x € R, debemos estudiar el
limite

(_1)n+1xn+1

ol L _ 1)1+l |
T (2(n 4+ 1))! ~ lim (=1)n izt (2n)!
n—oo| (=1)"a™ n—oo | (=1)"z™(2n + 2)!
(2n)!
1) -7- |
~ lim (=1) -z (2n)!
n—oo | (2n + 2)(2n + 1)(2n)!
= lim —|33|
n—oo (2n + 2)(2n + 1)
~ ol —
n—oo 4n2 + 4n + 1
=0
donde en el 1iltimo paso hemos usado que
1

Iim ——— =
n—oo An2 + 4n + 1

Luego, como el limite obtenido es estrictamente menor que 1 para todo z € R, esta serie converge
absolutamente para todo x € R, de donde el radio de convergencia es R = co.

Indicacion: Recuerde que lim Vn! = .
A, n— o0

Duracién: 3h.



Formulario

Area entre una curva y el eje horizontal

Volumen de un sélido

Volumen de un sélido de revolucién en torno al eje horizontal

Volumen de un sélido de revolucién en torno al eje vertical

Longitud de curva

Superficie de un manto de revolucién

Area en coordenadas polares

Centro de gravedad

ra b
f(z)dx
I )
3 | U@
Yyc = b
f(x)dx




