Ingenieria Matematica

: T ‘ FACULTAD DE CIENCIAS
N FISICAS Y MATEMATICAS
|25 |2 UNIVERSIDAD DE CHILE
o Calculo Diferencial e Integral MA1002-2023-1
Control 2

P1. Calcule dos de las siguientes primitivas:

a) (3,0 pts.)

/ez\/lJreZm dx

Solucion:
Usamos la sustitucién

s=¢€" ds = e”dx.

Reemplazando, la primitiva queda
/ez\/1+62mdz :/\/1+32d5.

(0,6 pts. por hacer la sustitucién)

Ahora, hacemos la sustitucion trigonométrica
s = tan(6), ds = sec?(6)d.

Como 1+ s? =1 + tan?(6) = sec?(#), obtenemos

/\/1-1-—82ds = /5603(9) de.

(0,6 pts. por hacer la sustitucién)
Primera forma para calcular la primitiva (integrando por partes):
Sea

I= /sec3(9) de.
Integramos por partes con

u = sec(), dv = sec?(v)d#,
du = sec(0) tan(6)db, v = tan(h).

Asi, tenemos que
1= /sec(@) sec?(6) do
= sec(f) tan(f) — [ sec(f) tan?(0) df (0,6 pts. por hacer la integracién por partes)

/
= sec(f) tan(6) — /sec(@)(secz(e) —1)df
/

= sec(f) tan(f) — [ sec®(9) do + / sec(0) do




= sec(f) tan(d) — I + In |sec() + tan(0)| + C.

Despejando I, se obtiene

I= % (sec(0) tan(d) + In | sec(d) + tan(0)|) + C.

(0,6 pts. por encontrar I)
Como 52 + 1 = tan?(#) + 1 = sec?(f), tenemos que sec(d) = v/s2 + 1. Asi,
= % (sm+ln|m+s|> +C.
Reemplazando s = e”, se obtiene

1
/e’”x/l—i—e%dx:§(ex\/e2“7+1+ln| 62$+1+e”’|)+C.

(0,6 pts. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

Segunda forma para calcular la primitiva (con la sustitucion de Weierstrass):
Podemos reducir la primitiva a un cociente de polinomios usando la sustituciéon ¢ = tan (g)
Sabemos que con esta sustitucion se tiene que

1—¢t2 2dt
COS(O) = m, d9 = m,
de donde 5
1+ ¢
sec®(0) = <li_t2>
y asi

/sec3(0) d@z/z((llj_tg))adt.

(0,6 pts. por hacer la sustitucién)

Para resolver esta primitiva usamos fracciones parciales. Tenemos que encontrar A, B,C, D, E, F tales

que

2(1+t2)2_A+B+C+D+E+F
- 2 (1—t)3

(1—12)3 (1—-t) (1-1t) 1+t (1+t)2 (1413 (1)

Primero, notemos que
2(1+¢%)? 2+ 42 +2t*
(1—2)3  (1—¢2)3

Juntando todas las expresiones del lado derecho y cancelando el denominador en (1), obtenemos

2+ 4¢% 4 2t
=A1—-t)’(1+t)> +BA-t)1+t)*+C(1+t)> + DA —t)* (L +t)* + EL —t)*(1+t) + F(1 —¢)®

Evaluando en t = 1, resulta
8§=8C = C =1,

y evaluando en ¢t = —1 obtenemos

8§=8F — F=1.




Expandiendo el lado derecho de (1) e igualando coeficientes resulta que

A+B+D+E+2=2
A+2B—-D—-2E=0
6—2A—-2D =14
—2A—-2B+2D+2E=0
A-B+D-FE=2
A—D=0.

(0,3 pts. por determinar las ecuaciones)

De la tercera y ultima ecuacién vemos inmediatamente que A = % y D= % Finalmente, las primeras
dos ecuaciones se reducen a

B+E+3=2
9B — 2F =0,
de donde obtenemos que B = —1 y que E = —31.
Concluimos entonces que
20+t 1 1 1 1 1 1

(1—¢2)3  2(1—t) 2(1—1t)2 + (1—1¢)3 * 2(1+t)  2(1+1t)2 + (1+1t)3"

(0,3 pts. por encontrar las fracciones parciales)

Ahora,
2(1 2\2
/Mdt
(1—12)3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
_5/1—tdt_§/(1—t)2dt+/(1—t)3dt+§ 1+tdt_§/(1+t)2dt+/(1+t)3dt
o Y P S SIS MY Lo
= — —1n — — — In _
2 20—t)  2(1—1t)2 "2 2(1+1t) 2(1+1)2
1+ 1 1
—m+§ln|1+t|—§ln|1—t|+a

(0,3 pts. por calcular la primitiva de cada término de las fracciones parciales)
Volviendo a t = tan (g) y usando que

1— ¢ 2t
cos(f) = i sen(f) = 5P
vemos que
t(1+t?) 1sen(d) 1
== = —tan(f 9).
(1—-1t2)2  2cos?(f) 2 an(6) sec(9)
Asi,

/sec3(0) do = % {tan(&) sec(f) + In

1+ an (2)] -t - an (8)]] v

Ahora, usando que 6 = arctan(s) y que sec(arctan(s)) = v/1 + s? obtenemos

/\/1+52ds:1 {3\/1+32+ln 1+tan<ar0tan(8))‘—ln 1_tan(arctan(s)>u +C.

) 2 2




Volviendo a la variable original, concluimos finalmente que

1 t z
/e””\/lJrehdx:i e*\/1+e2* +1n 1+tan<arcan(e)>’1n

2

. (arctz;n(e )) H )

(0,3 pts. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

Tercera forma para calcular la primitiva (con otra sustitucion trigonométrica):

Notemos que
' ! 3(0) = I cos(f) cos(6)
See ~cos3()  cost() (1 —sen2(h))?

por lo que usando la sustitucién

t = sen(6) dt = cos(0)do

/sec3(9) df = /ﬁ dt.

(0,6 pts. por hacer la sustitucién)

la primitiva queda

Calcularemos esta integral usando fracciones parciales. Tenemos que encontrar A, B, C, D tales que

1 A N B N © N D
1—#)2 1-t @—-t)2 1+t (1+1)?2
De aqui obtenemos que
1=A1-t)1+t)>+B1+t)>+C(1—t)*(1+t)+ D(1 —t)> (2)

Evaluando en t = 1, resulta que
1
1=4B — B = 1

y, evaluando en t = —1, resulta que
1=4D = D = i
Reemplazando en (2), expandiendo e igualando coeficientes, obtenemos
1
1
A-2D+-=0
+ 4
—A+D=0
1
—A+-=0
+ 4

de donde resulta que A = 1 y que D = 1.

(0,3 pts. por determinar las ecuaciones y los valores de las constantes)

/#:l/idt—‘rl/#dt"’_l/idt—l—}/#dt
(1—1¢2)2 4 1—1 4 (1—1¢)2 4 1+t 4 (1+1¢)2

1
41 —t)

Luego,

1 1
“lnll+t - —
+4n|+| 1 +C

1
.
git=t+ a+%)




1 1 t
=-lnj[l+¢t--In|l —t|+ —— +C
4n|+| 4n| |+%L%%+

1

:Zln

14¢ t

1—J+2u—ﬁ)+a

(0,3 pts. por encontrar las fracciones parciales y calcular la primitiva de cada término
de las fracciones parciales)

Volviendo a que t = sen(f), tenemos que 1 — t? = 1 — sen?(#) = cos?(), de donde
t sen(6)

2(1 — 12) = c0s2(9) = tan(6) sec(8).

Ademis,

(1 + sen())?

) 1+t 1 1 + sen(6) _
Ty _nl—sen(e) - 1 —sen?(6)
. 1+sen(0)\> _ 1 +sen(f)| ]
_ln< cos(0) ) =2In 0 = 21n|sec(f) + tan(6)|.

Concluimos que
/secg(e) df = %(ln | sec(0) + tan(8)| + tan(d) sec(8)) + C.

(0,3 pts. por encontrar la primitiva)
Recordando que s = tan(f), tenemos que sec(d) = v's2 + 1. Asi,

1
/\/1+52d5:5(5\/1+s2+ln\\/1+52+5|)+C.

Finalmente, como s = e”, obtenemos
1
/@” L+e?dr = o (e"V1+e™ +In|vV1+e2 + ) +C.

(0,3 pts. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

b) (3,0 pts.)

/’2x2x+4d
T dx
3 + 4

Solucion:

Comenzamos haciendo fracciones parciales. Tenemos que la factorizacién en los reales de z3 + 4z es
x(2% + 4), de donde hay que encontrar A, B, C' tales que

2x2—x+4_é Bz +C
B+ oz 244

(0,5 pts. por enunciar las fracciones parciales)
Primera forma para calcular las fracciones parciales (igualando coeficientes):

Juntando las dos expresiones del lado derecho y expandiendo, obtenemos

202 —2+4 (A+B)z>+Cz+4A
3 +4r 3 + 4z




Esto implica que 222 — z + 4 = (A + B)2? + Cz + 4A. Igualando coeficientes obtenemos que

A+B=2
C=-1
44 = 4,

de donde resulta que A=1,C=—-1y B =1. Asi,

23:27x+471 rx—1

3 + 4 7q:+x2+4'

(1,5 pts. por encontrar las fracciones parciales)
Volviendo a la primitiva original:

2% — x4+ 4 1 z—1
LT = [ (2272 4
/ B tdr /<x+x2+4> *
1 a8 1
= e ————d
/<x+x2+4 m2—|—4> *
1 T 1
= | —d ———dr— | ——d
/x JE—i_/w?—i—élx /x2—|—4$
T

1 1
=In|z| + 3 In(z? +4) — 3 arctan (5) +C.

(1,0 pto. calcular la primitiva de cada término de las fracciones parciales)

Segunda forma para calcular las fracciones parciales (evaluando):
Juntando las dos expresiones del lado derecho, obtenemos

202 —x+4  A@?+4)+ (Bx+O)z
3+ 4 x3 + 4x

Esto implica que 222 — 2 + 4 = A(2? + 4) + (Bx + C)z. Podemos evaluar en distintos puntos para
obtener varias ecuaciones:

=0 = 4=44 — A=14
x=2i = —4—2i=(2Bi+(C)2i=—-4B+2Ci
Tomando parte real e imaginaria en la 1ltima ecuacién, resulta

—4=-4B — B=1
—2=2C = C=-1

Concluimos que
2x2—x+4_1+x—1
w3+4r oz 2244

(1,5 pts. por encontrar las fracciones parciales)

Volviendo a la primitiva original:

2¢2 —x +4 1 gp = 1l
———dx = —+——14d
/ B tdr /<w+x2+4> *




- z x2+4 2244
1 x 1
= [ =d ——dr — | ——d
/x m—‘_/9624—4 “ /302—1—4 .
z

1 1
=In|z| + 3 In(z? + 4) — 3 arctan (5) +C.

(1,0 pto. calcular la primitiva de cada término de las fracciones parciales)

c) (3,0 pts.)
1
d
/ sen(x) + cos(z) + 1 o
Solucién:
Usemos el cambio de variable de Weierstrass t = tan (%) Sabemos que con este cambio de variable se
tiene que
(@) 2t (@) 1—¢2 2dt
sen(z) = —— cos(z) = —— rT=——.
1+t 1+¢2’ 14 ¢2

(1,0 pto. por enunciar el cambio de variable)

Reemplazando, la primitiva queda

et () (20)
—
sen(z) + cos(z) + 1 TEae +%+1 1+12

1
— ) dt
/2t+1—t2+1+t2

1
e
2t + 2
1
=771 1 dt (1,0 pto. por hacer la sustitucién)
=hnjt+1/+C (0,5 pts. por calcular la primitiva)

= ln‘tan (g) aF 1) +C.

(0,5 pts. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

d) (3,0 pts.)
/x3 In?(z) dz

Solucién: Procedamos mediante integracién por partes. En este caso consideramos

u = In?(z), dv = 23 dz,
1 zt
du =21 —d = —,
u n(m)x x, V=

Luego,

zt
/x3 In?(z) dx = Zln (z) — %/x?’ In(x) dz. (3)

(1,0 pto. por escribir la integraciéon por partes)

Anélogamente, para calcular

/x3 In(z) dz




volvemos a usar integracién por partes. En este caso

Asi,
b 1
/x3 In(z) dx = o In(z) — I /x3 dz. (4)

(1,0 pto. por escribir la integraciéon por partes)
Incorporando (4) en (3), obtenemos que

/x3 In?(z) dz = %41112(@ - % [T In(z) — i/ﬁ dac]

(0,5 pts. por reemplazar)

Esto es
4 4 24
312 LR T
/x ln(x)dxfllln(m) 81n()+32+C’
(0,5 pts. por calcular la primitiva)
e) (3,0 pts.)
/ Vix? -9
——dx
T
Solucion:

Primera forma (usando una sustitucion trigonométrica,):
En este caso no tenemos precisamente la expresion v/x2 — a2, pero observemos que

Viar? —9=/(22) — 32 = /u? — 32,

donde u = 2x. Asi, hacemos la sustitucién trigonométrica

2z = u = 3sec(h), 2dx = du = 3sec(d) tan(0)df.
Por lo tanto, sustituyendo
x = —sec(d), dx = gsec(e) tan(0)de,

obtenemos que

/ JIZE =9 / \/38607 < sec(d) tan(@)) o,

3 sec( )) 2

/ \/ 9 sec?(6
sec(0

tan

(1,0 pto. por hacer la sustitucién)




Ahora, teniendo en cuenta que \/9sec?(f) — 9 = 3/sec2(f) — 1 = 3\/tan’(0) = 3 tan(f) se obtiene

[
—2 (2 e ?da
—9 / See (0()9) ds,
2?( 0 )
=2 [ (sec(f) — cos(0)) db
= 2 (In |sec() + tan(d

an(6)do,

)

| —sen(0)) + C,

donde se ha usado que tan?(#) = sec?(f) — 1 y que
/sec(@)d@ = In|sec(6) + tan(0)| + C, /cos(ﬂ)d& = sen(f) + C.
(1,0 pto. por calcular la primitiva)

Para regresar a la variable original, se debe expresar las funciones trigonométricas tan(6), sec(d) y
sen(f) en términos de z. Recordando que

3 2
i isec(e) = sec(6) ?m,
obtenemos que
42 — 42 —
tan(f) = mS y sen(f) = ZI 9
En consecuencia,
2 _ T _ 2 _
/\/4x 9 o 2£ iz 9 B Viz 9 LC
T 3 3 2x

(1,0 pto. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

Segunda forma (usando una sustitucion algebraica):

Usemos la sustitucion 4
u=\V4x2 -9 du = 7mdx
422 — 9

. . ~/u2 ’
que implica que © = “T”. Asi, tenemos que

422 — 9
dr = xidu = u2 du = Y du.
4z 4 VU249 212 + 9

(1,0 pto. por hacer la sustitucién)




por lo que, reemplazando en la primitiva original, vemos que

/\/41.27 u2

d —
T u2+9
2 _
:/wdu
u®+9
/ uw?+9 9
= —_ = du
u?+9 u2+9

/dx / T 9 (1,5 pts. por determinar las primitivas)

du

=u—9- garctan(3)+0

422 -9
422 — 9 — Jarctan <333> + @

(0,5 pts. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

f) (3,0 pts.)

Solucion:

Primera forma (usando una sustitucion trigonométrica):
Usamos la sustitucion

x = tan(f), dx = sec? 0 df.

Con esto, 22 + 1 = tan?(#) + 1 = sec?(). Por lo tanto,

/de_/(Ssei(;z((;?)))?dﬁ_/seci(a)d@_/coﬁ(ﬂ)d&.

(1,0 pto. por hacer la sustitucién)
Usando la identidad trigonométrica

cos?(0) = cos(26) + 1’
2
Vemos que
/ /cos (20) +
cos?
1 sen(260) 0
=3 2 T37C¢
1
= 5se en(6) cos(d) + 0 + C.

(1,0 pto. por calcular la primitiva)
Si z = tan 6, por trigonometria se puede obtener que

1
senf = _r cosf =

Viz+ 1 22+1

10




Asi, se obtiene que

/ LR R S S o,
———dx = - | —— + arctan .
Z+ 1) 8= | oy et

(1,0 pto. por dejar la primitiva en términos de la variable original)

Segunda forma (integrando por partes para reducir el exponente de (z% + 1)):

Integremos por partes usando

1 T
U o v @) x,
1 1 1
du = —— dx, ==
2 22241

Asi, la primitiva queda

/(g;?in? de = _23:(:1321+1) _/(_;x;ﬂ) <_;2) de

1 1 / 1 d
=572 .1 o5l 339
2e(x2+1) 2 ) z2(22+1)
(1,0 pto. por hacer la integracién por partes)

1 1/m2+1—x2d
_— = = -  dx
20(z2+1) 2 ) x%2(x?2+1)

__#_1/ 2 +1 _ z? d
o 2z(z2+1) 2 22(x2+1) 2%2(2?241)

f7¥,1/ I S
o 2z(z2+1) 2 22 z2+1)

(1,0 pto. por separar la expresién en dos)

1 1 1
— @il 3 (_m - arctan(ax)) +C

i
=5 <x2+1 + arctan(x)) +C.

(1,0 pto. por determinar la primitiva original)

Tercera forma (integrando por partes para elevar el exponente de (x? +1)):

Para n € N\ {0}, definamos

1
L= — e
/(w2+1>”dx

Integremos I,, por partes con

1
u_(x2+1)” dv = dx
—2nx
du @21 ) dz vV=2x
Asi, obtenemos
I i I (1,0 pt hacer la int i6 tes)
= — T o. por hacer la integracién por partes

11




P2.

_w+2n/x2dw
- (x2_|_1)n (x2_|_1)n+1
x 2+1-1

=———+2 —d

22+ 1)" + n/ (22 + 1)ntt Z

- a8 4 om z2+1 7 1 e
- ($2 + 1)71 (1‘2 + 1)n+1 (.’E2 + l)n-‘,-l
(0,5 pts. por separar la expresién en dos)

az 1 1
=———— 2 ————dz — 2 ———d
(gc2+1)nJr n/(x2+1)" * n/(x2+1)n+1 *

x
= m + 2nl,, — 2n[n+1,

de donde podemos despejar I, para obtener

x 2n—1

I,.
2n(z? +1)" i 2n

InJrl =

(0,5 pts. encontrar la recurrencia)
Como

1
I - = a . 4 -
1 / @+ dx = arctan(z) + C,

resulta que, tomando n = 1,

1 1 T
I, = / Ry dx = 5 <a:2—|—1 + arctan(x)) +C.

(1,0 pts. por determinar la primitiva original)

Instrucciones: Escriba claramente, al inicio de la hoja que entregard, cuiles son las dos primitivas que desea que
sean revisadas. Puede entregar respuestas de varias de ellas, pero solo se revisardn aquellas dos que indique al
principio de la hoja.

Para n € N\ {0}, sea
1 1 1 1 (—1)n+t
Sy == — =gt
1 2 + 3 4 Tt
El objetivo de este problema es demostrar que lim,,_,~, S,, = In(2). Para esto, siga el siguiente esquema.
a) (1,5 pts.) Cousidere la funcién f: (—1,00) — R dada por f(x) = In(1 + x). Pruebe que f es infinitas veces
derivable en todo su dominio mostrando por induccién que

(—1)*1(k — 1)!

I = g

para todo k > 1.

Solucion:

La funcién f es derivable en todo el intervalo (—1, 00) por dlgebra y composicién de funciones derivables.

Su derivada es - |
f[l](x) _ 1 _ (71) (1 — 1)
1+x (14 2)!

vaque (—1)171 = (-1)°=1y (1 —1)! = 0! = 1. Por lo tanto, se cumple el caso base de la induccién.
(0,5 pts. por establecer el caso base de la induccién)

12



Para el paso inductivo, supongamos que

(K] () — (=DF (k=1
y demostremos que
f[k“]( - (=1)EHD-1((k + 1) — 1)!
(1+ z)kt1 ’

(0,5 pts. por establecer la hipétesis de induccién y lo que se quiere demostrar)

Primero, la funcién f*(z) es derivable en todo el intervalo (—1,00) por algebra y composicién de
funciones derivables. Su derivada es

iy ey 1 k(&R (DR 4 1) — 1))
f[k+ ](x) = (f[k]) (m) - (_1)k (k - 1)!(1 +x)k+1 - (1 +x)k+1 - (1 er)kﬂ )

lo que completa el paso inductivo.
(0,5 pts. por calcular la derivada de f¥l v completar la demostracién)

b) (1,5 pts.) Calcule el desarrollo de Taylor de orden n de f en torno a = 0, es decir, calcule 77 ().

Solucién:
Por definicion, se tiene que

"(z [n](%
Tf (h) = f(@) + f'(@)h + %h‘z P n'(x) W,
donde h = 2 — Z. Como Z = 0, tenemos que h = x y asi
(0 (20

(0,5 pts. por escribir la definicién de un desarrollo de Taylor en Z = 0)
Por otro lado, de la parte anterior, tenemos que
G ) i (e L G L (e O]

para todo k > 1.
(0,5 pts. por calcular f¥1(0))

Obtenemos
an [n] 0
Th(@) = £0) + £ O+ T %02 4 T
—1)271(2-1)! 1) L(n —1)!
B T = S TS i (L1
1 _1\n—1
2 n
1 _1\n—1
:m_fxz_’_..._’_ixn’
2 n
donde usamos que (k;!l)! = % para todo k > 1.

(0,5 pts. por completar el célculo del desarrollo de Taylor)

13



¢) (1,5 pts.) Muestre que, para todo z > 0, se tiene que f(z) = T} (x) + Rn41(z), donde

(71)71 n+1

Rn-l-l(x) = (n+ 1)<1 +§n)n+1x )

con algun &, € (0,z).

Solucién:

Sea z > 0. De la férmula de Taylor, como f es (n+ 1) veces derivable en todo el intervalo (—1,00) (de
la parte a)), tenemos que existe &, € (0, z) tal que

f[n+1] (f’ﬂ) ($ _ .,E)n+1.

Usando nuevamente que & = 0 esto queda

_qm f[n+1] (én) n+1
(0,5 pts. por usar la férmula de Taylor con Z = 0)

Ahora, nuevamente por la parte a), tenemos que

[n+1] __(=1)"n!
(0,5 pts. por calcular la fl*t1(¢,,))
Reemplazando en (5) queda que
—1)"n! 1 —1)"
f(.’L‘) _ Tfn(.’L‘) + ( ) n = T}L(x) + ( ) = T;L(x) +Rn+1(33)7

(I+ &)+t (n+1)! (n+ 1)+ &)+

n! _ 1
donde nuevamente usamos que DT = gl

(0,5 pts. por completar el cdlculo)

d) (1,5 pts.) Demuestre que lim,,_, oo |Ry+1(1)] = 0. Concluya el resultado tomando x = 1 en la igualdad de la
parte anterior.

Solucién:
Tenemos que

1 1

(_1)n 1n+1 _
(n+ DA +&) (n+ D14+

(n+1)(1 + &)+

‘Rn+1(1)| =

Como &, € (0,1), tenemos que |1 +&,| > 1, de donde |1 + &,["T! > 17T = 1. Asi,

1 n—oo

R, < —— ——=0.
[Bupa(1)] € ——

Esto muestra que lim,,_,, R,+1(1) =0
(0,3 pts. por mostrar que R, 11(1) — 0)
Finalmente, la parte anterior muestra que, tomando z = 1,

In(2) = f(1) = T{ (1) + Rnya (1) (6)

(0,3 pts. por mostrar que In(2) =77 (1) + Rn41(1))
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De la parte b), tenemos que

(_1)n+1

1 1 1
Th(1)=1—=-124=2.13 - Z .14 4 ... .17
7 () 2 T3 Tt
1 1 1 (—1)~t1
:1_7 = = = . _—_— = s
2+3 4-1- T " IS

(0,3 pts. por mostrar que T}‘(l) = S,) de donde, por (6),
Sp =1n(2) — R,41(1).

(0,3 pts. por mostrar que S,, =1n(2) — R, +1(1))
Asi, usando que lim,,_, R,+1(1) = 0, por dlgebra de limites concluimos que lim,,_, S, = In(2)
(0,3 pts. por completar la demostracién)

P3. [Seccién 1 y Seccién 2]
Sea f: [0,2] — R definida por

f(x):{Q_x 0<xe<1

2x 1<z <2

a) (1,5 pts.) Considere la particiéon P = {0, 1,2}. Calcule la suma inferior s(f, P) y la suma superior S(f, P).

Solucién: Usando la particién indicada, se tienen dos intervalos: I; = [0,1], Iz = [1,2]. Asi, se tiene
que Az; = Axy = 1. Se calculan los infimos en cada intervalo:

mi(f) =mf{f(z) | € h}=1 my(f)=mf{f(z) | z€l}=2

(0,4 pts. por calcular los infimos)
Con eso, se calcula la suma inferior

s(f, P) = mi(f)Azy + ma(f)Azy = ma(f) + ma(f) =1+2=3

(0,35 pts. por calcular la suma inferior)
Se calculan también los supremos,

My(f) =sup{f(z) | € i} =2, M(f)=sup{f(z) | z€lr}=4

(0,4 pts. por calcular los supremos)
y calcula la suma superior

S(f, P) = My (f)Az1 + My(f)Azs = My (f) + Ma(f) = 2+ 4= 6

(0,35 pts. por calcular la suma superior)

b) (3,0 pts.) Para n € N con n > 2, sea P, = {xo,21,...,%2,} la particién de [0,2] con z; = % para
i€{0,...,2n}.
Muestre que
3(3n—1)
Py =202
s(r, Py = 22
9n? 4 5n — 2
p) = Tonz2
sty =210
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Solucién: Los puntos de la particion son de la forma x; = % Por lo tanto,

¢ -1
Azi:zifxi_lsz =
n

1
nn
(0,2 pts. por calcular Az;)
Definamos I; = [z;_1, z;] para cada 1 < i < 2n, y definamos f;: [0,1] = Ry fo: [1,2] = R dadas por
fi(x) =2—2ay fo(x) = 2z. Notemos que f; es decreciente y coincide con f en [0,1), mientras que fs
es creciente y coincide con f en [1,2].

Como debemos calcular los infimos y supremos de f en cada intervalo I;, con i € {1,...,2n}, es til
determinar si f coincide con f; o con f; en cada uno de estos intervalos. Tenemos que f coincide con
fren I; si I; C [0,1), lo que ocurre para i € {1,...,n — 1}. Por otro lado, f coincide con f5 en I; si
I; C [1,2], lo que ocurre para i € {n +1,...,2n}. Por lo tanto, solo en el intervalo I,, se tiene que f
no es igual a f1 o fo, siendo igual a f; en [1 — %7 1), e igual a fy en {1}.

Suma inferior: Se calculan los infimos en cada intervalo de la particién. Sii € {1,...,n—1}, f coincide
con f; en I;, que es decreciente, por lo que el infimo se alcanza en el extremo derecho del intervalo I;.
Asi, para todo i € {1,...,n — 1},

mi(f) = mf{f(2) | @€ L} = () = fu (n) 5%

(0,3 pts. por calcular m;(f) para i € {1,...,n —1})
Por otro lado, sii € {n+1,...,2n}, f coincide con fs en I;, que es creciente, por lo que el infimo se
alcanza en el extremo izquierdo del intervalo I;. Asi, para todo ¢ € {n+1,...,2n},

mi(f) = mi{f(x) | © € L} = falwi) = f (1> 1)

n n

(0,3 pts. por calcular m;(f) parat € {n+1,...,2n})

Finalmente, si ¢ = n tenemos que

(0,3 pts. por calcular m,(f))

Luego,
n iN1 & 26-1) 1
st =2 (2-1) 5+ X HR 2
i=1 i=n—+1
1 & i 1 &
= (2_n>+n2,z 2(i — 1)
i=1 1=n-+1

1 1 n(n+ 2 «—
=L (on- L nloray, 7§;@+n

1 1 2 ((n-Dn
:2—7—7 —_ _—
2 2n+n2< 2 +n>
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=2-_-_ — 2
2 2n + n +
~3(3n—1)
B 2n
(0,5 pts. por calcular s(f, P,))
Suma superior: Se calculan los supremos en cada intervalo de la particién. Sii € {1,...,n — 1}, f

coincide con f; en I;, que es decreciente, por lo que el supremo se alcanza en el extremo izquierdo del
intervalo I;. Asi, para todo i € {1,...,n — 1},

n n

M;(f) =sup{f(z) | z € L} = fi(zi—1) = f1 <i—1> :2_1'—1.

(0,3 pts. por calcular M;(f) parai € {1,...,n —1})
Por otro lado, sii € {n+1,...,2n}, f coincide con fy en I;, que es creciente, por lo que el supremo
se alcanza en el extremo derecho del intervalo I;. Asi, para todo i € {n+1,...,2n},

Mi(f) =sup{f(a) | v € 1} = fala) = f (1) =2+ L.

n

(0,3 pts. por calcular M;(f) parai € {n+1,...,2n})

Finalmente, si ¢ = n tenemos que

n

zmsix{sup{fl(ac) ‘ ze {1-2,1)},}3(1)}

= max{f1(1), f2(1)} = f2(1).

M) =sww{ 1) | we [1- 2]}

(0,3 pts. por calcular M, (f))
Luego,

n—1 . 2n .
S(f,P,) = (2— (Z_D) %-ﬁ- 21

n n o n
=1 i=n
n—1 n
1 1 . 2
== (2(711)2%1) +ﬁ;(z+n)
1 1 (n—2)(n—-1 2 (n(n+1)
5 2 1 (n=2)(n-1) 3(n+1)
B n n? 2 n
_ 9n2 + 5n — 2
B 2n?

(0,5 pts. por calcular S(f, P,))

c) (1,5 pts.) Usando la parte anterior, justifique que f es Riemann-integrable y calcule f02 f.

Solucién:
Primera forma (usando la condicion de Riemann):
Sea ¢ > 0. La condicién de Riemann dice que f es integrable en [0, 2] si existe una particién P. de
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dicho intervalo que satisface
S(f,PE) _S(fvps) <e
(0,3 pts. por enunciar la condicién de Riemann)
De la parte anterior, tenemos que

9n? + 5n — 2 ~3@Bn—-1) 4n-—1
2n2 2n - on?2

S(faPn)_ (fv )

(0,3 pts. por calcular S(f, P,) — s(f, Pn))

Notemos que la condicién de Riemann se satisface usando una particion P, tal como la de la parte

anterior, con n € N tal que
dn — 1
2

<e.
n

(0,3 pts. por decir que una particién P, hace que se satisfaga la condicién de Riemann)
Luego, la funcién es integrable y, por la parte anterior,

3(3n—1) / F<S(f. Py _9n +5n—2

2n 2n2

(0,3 pts. por encontrar cotas para la integral)
Tomando limite y por Teorema del Sandwich, se obtiene

(0,3 pts. por obtener el valor de la integral)

Segunda forma (usando la definicidn):
Sabemos que, para cualquier particién P € P o),

s(f, P) < /zf < /zf < S(f,P).

(0,3 pts. por enunciar la propiedad)
En particular, tomando P = P, la particién P, de la parte anterior,

mzs(ﬁp) /f</f<5f7 ) = M

2n 2n?

para todo n > 2.
(0,3 pts. por encontrar cotas para la integral inferior y superior)
Tomando limite en n y, por el Teorema del Sandwich, vemos que

—2

g /0f</of

l\D\CO

(0,3 pts. por tomar limite)
Obtenemos
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(0,3 pts. por mostrar que las integrales inferior y superior son iguales a g)

(0,3 pts. por obtener el valor de la integral)

Asi, f es integrable e

P3. [Seccién 3]
Sea f: [0,2] — R definida por

2x 1<z <2

f(x):{2—x 0<zr<l

a) (1,5 pts.) Cousidere la particion P = {0, 1,2}. Calcule la suma inferior s(f, P) y la suma superior S(f, P).

Solucién: Usando la particién indicada, se tienen dos intervalos: Iy = [0, 1], Io = [1,2]. Asi, se tiene
que Az; = Axzy = 1. Se calculan los infimos en cada intervalo:

mi(f)=mt{f(z) | e L}=1 mo(f)=Wf{f(z) | z€ L} =2

(0,4 pts. por calcular los infimos)
Con eso, se calcula la suma inferior

S(f, P) = ml(f)Awl aF TTLQ(f)AZL'Q = ml(f) + mg(f) =14+2=3.

(0,35 pts. por calcular la suma inferior)
Se calculan también los supremos,

My(f) =sup{f(z) | z € i} =2, My(f) =sup{f(z) | = € o} =4

(0,4 pts. por calcular los supremos)
y calcula la suma superior

S(f, P) = My(f)Axy + Ma(f)Aze = M1(f) + Ma(f) =2+4=6.

(0,35 pts. por calcular la suma superior)

b) (3,0 pts.) Para n € N con n > 2, sea P, = {zo,21,...,Z2,} la particién de [0,2] con x; = ﬁ para
i€{0,...,2n}.
Muestre que
3(3n—1)
p)=22—2
s, ) = 2B
3(3n+1)
S(f,BP,) = ——=.
(. P = 231

Solucién: Los puntos de la particiéon son de la forma x; = % Por lo tanto,

i i—1 1
Az =z — 251 = = — =
n

n n

(0,2 pts. por calcular Ax;)
Definamos I; = (z;-1,;) para cada 1 <i < 2n, y definamos f1: [0,1] = Ry f3: [1,2] — R dadas por
fi(x) =2 -2y fa(x) = 2z. Notemos que f; es decreciente y coincide con f en [0,1), mientras que fs
es creciente y coincide con f en [1,2].
Como debemos calcular los infimos y supremos de f en cada intervalo I;, con i € {1,...,2n}, es util
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determinar si f coincide con f; o con f5 en cada uno de estos intervalos. Tenemos que f coincide con f;

en [; si I; C[0,1), lo que ocurre para i € {1,...,n}. Por otro lado, f coincide con f; en I; si I; C [1, 2],
lo que ocurre para i € {n+1,...,2n}.
Suma inferior: Se calculan los infimos en cada intervalo de la particién. Si ¢ € {1,...,n}, f coincide

con f; en I;, que es decreciente, por lo que el infimo se alcanza en el extremo derecho del intervalo I;.
Asi, para todo i € {1,...,n},
mf) = (@) | o€ B} = file) = fi (L) =2- L.
(0,4 pts. por calcular m;(f) para i € {1,...,n})

Por otro lado, sii € {n+1,...,2n}, f coincide con fs en I;, que es creciente, por lo que el infimo se
alcanza en el extremo izquierdo del intervalo I;. Asi, para todo i € {n+1,...,2n},

mi(f) = (/) | 2 €L} = feir) = fo (H> SP LU}

n n

(0,4 pts. por calcular m;(f) parai € {n+1,...,2n})

Luego,
i N1 e 26-1) 1
S N —— ] = S
(FE =3 (2 n)n+,z =1,
=1 1=n—+1
1 & i 1 &
=1 i=n-+1
n—1
1 1 n(n+1) 2 .
.1 12 ((a-1n
R R n< 2 +”)
1 1 n—1
=2 - - — 2
2 2n +
~3(3n+1)
N 2n
(0,6 pts. por calcular s(f, P,))
Suma superior: Se calculan los supremos en cada intervalo de la particién. Sii € {1,...,n}, f coincide

con f; en I;, que es decreciente, por lo que el supremo se alcanza en el extremo izquierdo del intervalo
I;. Asi, para todo i € {1,...,n},

n n

M(f) =sup{f(z) | z€ L} = fi(zi_1) = f <z‘—1> -1

(0,4 pts. por calcular M;(f) para i € {1,...,n})

Por otro lado, si ¢ € {n+1,...,2n}, f coincide con f; en I;, que es creciente, por lo que el supremo
se alcanza en el extremo derecho del intervalo I;. Asi, para todo i € {n+1,...,2n},

v
n

Mi(f) = sup{f(z) | xeji}:fz(xi):fz( >=2~ZL.

(0,4 pts. por calcular M;(f) parai € {n+1,...,2n})
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Luego,

n . 2n .
1—1\ 1 21 1
S“RJZE:@‘ n)n+ i
i=n—+1

I
S|
/N
[\
3
|
S|

)
[\
=

3
~— |
+
ol BN
[
~
+
&

2 2n  n? 2
1 1 n—+1
=2— -+ — 2
2+2n+ n +
_3(Bn+1)
B 2n

(0,6 pts. por calcular S(f, P,))

c¢) (1,5 pts.) Usando la parte anterior, justifique que f es Riemann-integrable y calcule f02 I

Solucién:
Primera forma (usando la condicion de Riemann):
Sea £ > 0. La condicién de Riemann dice que f es integrable en [0, 2] si existen funciones escalonadas

eS € EL(f) yes € E_(f) tales que
/ e — / e <e¢

(0,3 pts. por enunciar la condicién de Riemann)
Como la suma superior S(f, P,) es igual a la integral de cierta funcién escalonada et € £.(f) y, a
su vez, la suma inferior s(f, P,) es igual a la integral de cierta funcién escalonada e™ € E_(f), es
suficiente demostrar que S(f, P,,) — s(f, P,) < ¢ para algin n > 2. Tenemos que

383n+1) 3Bn-1) 3
S(f,Pn) —s(f,Pn) = — =—
(. Ba) = s(f, Pa) = 22 -
(0,3 pts. por calcular S(f, P,) — s(f, P.))
Notemos que la condicién de Riemann se satisface usando una particion P, tal como la de la parte
anterior, con n € N tal que

3
ZZLe
n
(0,3 pts. por decir que una particiéon P,, hace que se satisfaga la condicién de Riemann)

Luego, la funcién es integrable y, por la parte anterior,

3(3n—1) (3n 4 1)
D _irmy < [ 1< 50,0 =

(0,3 pts. por encontrar cotas para la integral)
Tomando limite y por Teorema del Sandwich, se obtiene
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(0,3 pts. por obtener el valor de la integral)

Segunda forma (usando la definicidn):

Sabemos que, para cualquier par de funciones escalonadas ey € £, (f) y e— € E_(f) se tiene que

/:e_gl—(f)§1+(f)§/026+-

(0,3 pts. por enunciar la propiedad)
En particular, tomando la funcién escalonada e’} € £, (f) cuya integral es igual a S(f, P,,), y la funcién
escalonada e € £_(f) cuya integral es igual a s(f, P,,), obtenemos

3(3n—1)
2n

3(3n+1)

para todo n > 2.
(0,3 pts. por encontrar cotas para la integral inferior y superior)
Tomando limite en n y, por el Teorema del Sandwich, vemos que

9 9
Z< < <.
S SL()SL()S s
(0,3 pts. por tomar limite)
Obtenemos 9
()= L) =7

(0,3 pts. por mostrar que las integrales inferior y superior son iguales a g)

[r-3

(0,3 pts. por obtener el valor de la integral)

Asi, f es integrable e

Duracién: 3h.
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