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Control 1

P1. Sea f: (0,00) — R dada por

6
flx)=a+ Txe — 2arctan(z).

a) (1,5 pts.) Argumente que f es derivable en todo su dominio. Calcule f’.

Indicacién: Recuerde que arctan’(z) = Tlﬁ
Solucién: La funcién f es derivable en todo (0, c0) por édlgebra y composicién de funciones derivables,
notando que 1 + 22 nunca se anula para x € R (0,4 pts. por justificar correctamente que f es
derivable).
Calculemos f”:
6x !
f(z)= (:c + o2 2 arctan(x)) (Definicién de f)
6z \’
= (z) + <1 " 2) — 2arctan’(z) (Algebra de derivadas — (0,2 pts.))
an
6\’ 2
=1+ (1 _|_xx2) 142 (' =1 y la indicacién — (0,3 pts.))
6x) - (1 4+ z2) — (1 + z?) - 6z 2 )
=1+ (6z)" - ( T lx2()2 ) - T (Regla del cociente — (0,3 pts.))
6-(1+2%) —2z- 6z 2 9
=14 e 12 ((6x) =6y (1+2%) =2z - (0,3 pts.))
6 — 622 2 . .
=1+ 01227 1+a? (Simplificar)
(1+22)% + (6 — 622) — 2(1 + 2?)
= e (Agrupar)
z* — 622+ 5 .
= At (Simplificar)

b) (1,5 pts.) Encuentre los intervalos de crecimiento y los puntos criticos de f (es decir, los puntos donde f’
se anula). Decida si estos puntos son mdximos o minimos.
Indicacién: No se permite usar criterios con derivadas de orden superior.

Solucién:
Para encontrar los intervalos de crecimiento de f, analizamos el signo de su derivada f’. Como

4 2
Jay = TR
(14 22?)

y el denominador (1 + 2%)? es positivo y no nulo para todo z € (0,0), tenemos que f’(x) tiene el
mismo signo que el polinomio P(z) = z* — 622 + 5 (0,2 pts. por llegar a que basta analizar un
polinomio). Por la misma razén, los puntos criticos de f son las raices positivas del polinomio P.
Para encontrar el signo de P, primero encontramos sus raices. Este polinomio es bicuadratico, por lo
que usamos el cambio de variable u = z2. Asf, definiendo Q(u) = u?—6u+5, tenemos que P(z) = Q(u).




Notemos que Q(u) = (u — 1)(u — 5), por lo que sus raices son 1y 5. Como u = 2%, obtenemos que las
raices de P son ++/1 = 1 y 4+/5. Concluimos entonces que los puntos criticos de f son 1y v/5, donde
descartamos las soluciones negativas porque el dominio de f es (0,00) (0,3 pts. por encontrar las
raices del polinomio y los puntos criticos de f). Por lo tanto, P tendrd signo constante en los
intervalos (0,1), (1,v/5) y (v/5,0) (0,3 pts. por encontrar los intervalos que hay que analizar).

Ahora, debemos determinar el signo de f’ en cada uno de los intervalos (0,1), (1,v/5) y (v/5, 00). Para
esto, podemos seguir dos métodos:

Primera forma (evaluar en cada intervalo):
Basta evaluar P en un punto de cada uno de estos intervalos. Asi:

P(1/2) = ?—2 >0 =3 f es positiva en (0,1) = f es creciente en (0, 1]

P(2)=-3<0 —  f’ es negativa en (1,V/5) —>  f es decreciente en [1, /5]
P(3)=32>0 —>  f es positiva en (V/5, 00) —  f es creciente en [v/5,00).

Segunda forma (usar propiedades de la funcion cuadrdtica):

Tenemos que @ es un polinomio cuadrético con coeficiente lider (es decir, coeficiente de “z2”) igual a
1 > 0, por lo que solo es negativo entre sus raices. Asi, ) es positivo en los intervalos (—oo, 1) v (5, 00),
y negativo en el intervalo (1,5). Como P(z) = Q(z?), concluimos que P(x) es positivo si 22 € (—o0, 1)
osi 22 € (5,00), y que es negativo si 22 € (1,5). Como el dominio de f es (0,00), solo nos interesa
el caso en que z > 0. En este caso, obtenemos que P(z) es positivo si z € (0,1) o si 2 € (v/5,00), ¥
que es negativo si x € (1,1/5). Como el signo de Py de f’ es igual, concluimos que f’(z) es positiva
siz € (0,1) osiz e (v5,00), y que es negativa si z € (1,v/5).

Tercera forma (resolver la desigualdad directamente):

Tenemos que, si x > 0,
P(z) >0 <= 2* - 62> +5>0
—= (@*—-1)(2*-5)>0
— (2% < 1)V (2? > 5)
— (x<1)V(z>V5). (Porque z > 0)

Por lo tanto, P es positivo en los intervalos (0,1) y (v/5,00), y negativo en el intervalo (1,/5). Lo
mismo es valido para f.

Esto se resume en la siguiente tabla de crecimiento:

0 1 NG 00
f'(z) + - +
f(x) v N\ /‘

Tabla 1: Tabla de crecimiento de f.

(0,3 pts. por encontrar el signo de f’ en cada intervalo y describir la monotonia de f).
Finalmente, como f es creciente en (0,1], tenemos que f(1) > f(z) para todo = € (0,1]. Adem4s,
como f es decreciente en [1,1/5], tenemos que f(1) > f(x) para todo z € [1,/5]. Combinando ambas
desigualdades, obtenemos que f(1) > f(z) para todo = € (0,+/5]. Por lo tanto, Z = 1 es un méximo
local de f (0,2 pts. por determinar que & = 1 es un méaximo local de f).




Similarmente, como f es decreciente en [1,/5], tenemos que f(v/5) < f(x) para todo x € [1,V/5].
Ademsés, como f es creciente en [v/5,00), tenemos que f(v/5) < f(z) para todo = € [v/5,00). Combi-
nando ambas desigualdades, obtenemos que f(v/5) < f(z) para todo z € [1,00). Por lo tanto, Z = v/5
es un minimo local de f (0,2 pts. por determinar que = v/5 es un minimo local de 7).

(1,5 pts.) Argumente que f’ es derivable en todo su dominio. Calcule f”.

Solucién: La funcién f’ es derivable en todo R por dlgebra y composicién de funciones derivables,
notando que (1 + 22)? nunca se anula para x € R. (0,4 pts. por justificar correctamente que f’
es derivable).

Calculemos f”:

4 _ a2 !
@)= <I a fxz; 5) (Férmula para f”)
i
4_ @2 ’, 2\2 _ 2\2\/ . (d _ @2
= (e =G 8 (L ares ()1 - ;(21)4+ z)) (@ =6 +5) (Regla del cociente — (0,5 pts.))
_ (42® —12z)- 1+ 22)? —2(1 + 2?) - 2z - (¢* — 62° 4 5)
- (14 22)4

((z* — 622 +5) =42® — 122 y (1 +2%)?) = 2(1 + 2?) - 2z - (0,3 pts.))

4 3 _ 1 (1 2\ _ 9., . 4 _ 2
= (Es o) (@) =4 - (@ — 6w 02 5) (Cancelar (1+ 22) — (0,3 pts.))

(1+ z2)3
z((42® + 4z — 12 — 123°) — (4a* — 2422 + 20)) (Expandir)
= X i
(1 + x2)3 ’
r(162% — 32) impli
_ S (Simplificar)
16x(2? — 2
_ (f(jﬁ)g) . (Factorizar)

(1,5 pts.) Encuentre los intervalos de convexidad de f.

Solucién: Para encontrar los intervalos de convexidad de f, analizamos el signo de su segunda derivada
f". Como
() = 16z(x? — 2)’

(1+x2)3

el denominador (1 + z2)3 es positivo y no nulo para todo z € R, 16 es positivo, y > 0 (porque el
dominio de f es (0,00)), tenemos que f”(z) tiene el mismo signo que el polinomio R(z) = 2% — 2 (0,6
pts. por llegar a que basta analizar un polinomio).

Por otro lado, las raices de R son +v/2 (0,3 pts. por encontrar las raices del polinomio). Por
lo tanto, R tendr4 signo constante en los intervalos (0,v/2) y (v/2,00) (0,3 pts. por encontrar los
intervalos que hay que analizar).

Ahora, debemos determinar el signo de f” en cada uno de los intervalos (0,v/2) y (v/2,00). Para esto,
podemos seguir tres métodos:

Primera forma (evaluar en cada intervalo):

Basta evaluar R en un punto de cada uno de estos intervalos. Asi:
R(1)=-1<0 = f" es negativa en (0, /2) — f es céncava en (0, V2]
R(2)=4>0 = f" es positiva en (V/2, 00) = f es convexa en [V/2,00).




Segunda forma (usar propiedades de la funcion cuadrdtica):

Tenemos que R es un polinomio cuadratico con coeficiente lider (es decir, coeficiente de “x2”) igual a
1 > 0, por lo que solo es negativo entre sus raices. Asi, R es positivo en los intervalos (—oo, —v/2) y
(v/2,00), y negativo en el intervalo (—v/2,+/2). Como el dominio de f es (0,00), solo nos interesa el
caso en que x > 0. En este caso, obtenemos que R(z) es positivo si x € (\/?, 00), ¥y que es negativo si
x € (0,4/2). Como los signos de R y de f” coinciden, concluimos que f”(x) es positiva si z € (v/2,00),
v que es negativa si z € (0,1/2).

Tercera forma (resolver la desigualdad directamente):

Tenemos que, si x > 0,
R(z)>0 < 22 -2>0
= 22 >2
— z>V2 (Porque x > 0)

Por lo tanto, R es negativo en el intervalo (0,1/2), y positivo en el intervalo (v/2,00). Lo mismo es
véalido para f”.

Esto se resume en la siguiente tabla de convexidad:

0 V2 00
f"(=) - +
f(@) ~ =

Tabla 2: Tabla de convexidad de f.

(0,3 pts. por encontrar el signo de f” en cada intervalo y describir la convexidad de f).

P2. Para a, 8 > 0, considere la funcién f: R — R dada por

Seniax) 2 <0
fl@) =41 z=0
L) s

Suponga ademds que f es continua en T = 0.

a) (3,0 pts.) Demuestre que o = 1y 8 = /2.

Solucién: Como f es continua en Z = 0, sus limites laterales hacia 0~ y 0T deben coincidir entre sf,
y deben coincidir con f(0). Esto es, tenemos que

lim f(z) = lim f(z) = f(0).

z—0— z—0Tt

Como f(0) = 1, concluimos que

lim f(z) = lim f(z)=1. (%)

z—0— z—01
(0,5 pts. por usar la definicién de continuidad para encontrar que los limites laterales
deben valer 1).
Por definicién de limites laterales, tenemos que
se
lm f(z) = lim S22

x—0— x—0—




y que
1—
lim f(z) = lim L= cos(fz)

z—0t z—0t 2

Calcularemos ahora estos limites.

Primera forma para calcular los limites (usando la regla de I’Hépital):
Por un lado,

!
lim sen(ax) = lim (sen(az))’ (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,3 pts.))
z—0- T a—0-  (x)
= HI(I)I M ((sen(ax)) = acos(az) y (z)) =1 - (0,4 pts.))
z—0—
= acos(a - 0) (Continuidad — (0,2 pts.))
= a, (cos(0) =1 — (0,2 pts.))

y, por otro lado,

im 1_%2(”3@ = lim, (1_5;8)(;3@)/ (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,15 pts.))
= i P (1= cos(ga)) = Fsen(Be) y (22) =22 - (0,2 pts.)
~ 1, (Bs(e;i)ﬁf”))/ (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,15 pts.))
= i 20D (goen(Br)y = 2 cos(r) y (22 =2 - (02 pts.)
- w (Continuidad — (0,2 pts.))
- %2. (cos(0) = 1 — (0,2 pts.))

Segunda forma para calcular los limites (usando limites conocidos):
Por un lado,

lim seule) =a lim M (Multiplicar y dividir por a — (0,5 pts.))
z—0— xT x—0— ax
=« lim sen(u) (Cambio de variable v = ax — (0,3 pts.))
u—0~ u
= a, (Limite conocido lfim,,_,q- Ser;ﬂ =1- (0,3 pts.))
y, por otro lado,
1-— 1-—
mlg(f){r %Qs(ﬁx) =p? Ili%h (;(;S)(fx) (Multiplicar y dividir por 3% — (0,5 pts.))
1 _ 3
= 3% lim cic;b(u) (Cambio de variable v = fx — (0,3 pts.))
u—0*t U
_ BQ Limit ielo T l—cos(u) __ 1 0.3 pt
=5 (Limite conocido lim, o+ —>— = 5 — (0,3 pts.))




Juntando estos cdlculos con (*), vemos entonces que

62
:?:

« 1,

de donde o = 1y 8 = /2 (porque 3 > 0) (0,3 pts. por concluir).

(3,0 pts.) Usando la parte anterior, demuestre que f es derivable en Z = 0.

Solucién:
Como f esta definida por trozos, hay que calcular la derivada por definicién. Demostraremos entonces

que el limite
o 1) = F(0)
h—0 h
existe mediante el calculo de ambos limites laterales. Esto es, debemos calcular
n(h
£(h) = £(0) -1

lim ————= = lim
h—0— h h—0— h ’

y también calcular
)= fO) A
lim —————~ = lim —*~——
h—0+ h h—0+ h
para comprobar que ambos existen y coinciden (1,0 pto. por escribir la definicién de derivada
y los limites que se deben calcular).

Calcularemos ahora estos limites.

Primera forma para calcular los limites (reordenar antes de usar I’Hoépital):

th(h) -1 . sen(h) —h

hli%l* = hlggf 2 (Reordernar — (0,2 pts.))
I AY
= hh’m W (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,15 pts.))
—0—
. cos(h)—1 , a1
= hhrg —n ((sen(h) — h)" = cos(h) — 1y (h*)" =2h — (0,1 pts.))
v
_ !
= hh’rg (C()S((;L})l)/l) (Regla de ’'Hopital (forma 0/0) — (0,15 pts.))
vl
= lim %”(h) ((cos(h) — 1)' = —sen(h) y (2h)' =2 — (0,1 pts.))
gy
= %n(()) (Continuidad — (0,1 pts.))
= 0. (sen(0) =0 - (0,1 pts.))

Por otro lado,

lf%gﬁh)_l . 1—cos(v2h) — h?

hlirg+ — = hl;lrgl+ i (Reordernar — (0,1 pts.))
1= 2h) — h2)’
= hh’rf)l+ ( cosihfg)/) ) (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))
—




_ i V2sen(v/2h) — 2h
= hoo+ 3h2
(1 = cos(v/2h) — h?)" = /2sen(v/2h) — 2h y (h3)" = 3h% — (0,1 pts.))

(v2sen(v/2h) — 2h)’

= hli%h 3h2) (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))
2 cos(v/2h) — 2
= lim ———————
h—0+ 6h

((v2sen(v/2h) — 2h)" = 2cos(v/2h) — 2 y (3h?) = 6h — (0,1 pts.))
(2cos(v/2h) — 2)’

= lim (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))

h—0t (Gh)'
. —2v/2sen(V/2h)
= lim ———=
h—0+ 6

((2cos(v/2h) — 2) = —2v/2sen(v/2h) y (6R) =6 — (0,1 pts.))

B —2v/2sen(v/2 - 0)
B 6
= 0. (sen(0) =0 - (0,1 pts.))

(Continuidad — (0,1 pts.))

Segunda forma para calcular los limites (usar ’Hopital y después reordenar):

!/
sen(h) 1 (% _ ]_)
hlirgf hT = hli%l* - (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))
hcos(h);sen(h) en(h) p h cos(h)—sen(h)
= dim — () = el y ry =1 - (0,2 pts.))
hcos(h) — h
= hh’rg cos( )hQ sen(h) (Simplificar — (0,1 pts.))
v
hcos(h) — h))’
= h]irgi (e ()hZ)Isen( ) (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))
. —hsen(h) , i)
= hlirgl_ B ((hcos(h) —sen(h))’ = —hsen(h) y (h*)' = 2h — (0,1 pts.))
. —sen(h) .
= hh%l — (Simplificar — (0,1 pts.))
L
= 0
= %() (Continuidad — (0,1 pts.))
= 0. (sen(0) = 0 — (0,1 pts.))
Por otro lado,
1—cos(v2h) 1 <17%(2‘[2h) . 1)’
hlinol+ fﬂf = hli}ng O (Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))
V/2h sen(v/2h)+2 cos(v/2h)—2
= lfm i
h—0+ 1 )
((17CO}SL(2\/§h) . 1) _ \/ﬁhsen(\/ih)}j;?cos(\/ih)72 y (h)/ _ 1 - (0’1 ptS.))




" V2hsen(v/2h) + 2 cos(v/2h) — 2

= If (Simplificar — (0,05 pts.))

h—0+t h3
. (V2hsen(v/2h) + 2cos(v/2h) — 2)’
= lim
h—0+ (h3)

(Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))
_ lim 2h cos(v/2h) — v/2sen(v/2h)

—0+ 3h2
(v2hsen(v/2h) + QZOSO(ﬁh) —2)" = 2hcos(v/2h) — v2sen(v/2h) y (R3) = 3h% — (0,1 pts.))
_ i (2h cos(v/2h) — V/2sen(v/2h))’
= o+ (3R2)'

(Regla de 'Hopital (forma 0/0) — (0,1 pts.))

. —2v2hsen(v/2h)
= lim
h—0t

6h
((2h cos(v/2h) — v/2sen(v/2h)) = —2v/2hsen(v/2h) y (3h2)" = 6h — (0,1 pts.))
_ lim —2ﬁsen(\/§h)

h—0t 6
_ —2v2 seg(\/i -0) (Continuidad — (0,1 pts.))
_a (sen(0) =0 - (0,1 pts.))

(Simplificar — (0,05 pts.))

De este modo, vemos que los limites laterales coinciden y valen 0, por lo que

O =i 5

(0,2 pts. por concluir)

Indicacién: Recuerde que puede usar la regla de ’'Hopital para calcular limites si le es util.

P3. a) (3,0 pts.) Sea f:[0,1] — R una funcién continua y tal que f(0) = f(1). Pruebe que existe un punto
ce [07 %} tal que f(c) = f (c+ %)

Solucién: Como queremos encontrar una solucién para la ecuacién f(c) = f (c 3 %), consideremos la

funcién h: [0,3] — R dada por h(z) = f(z) — f (v + §) y veamos que tiene un cero ¢ € [0, 1] (0,5
pts. por definir apropiadamente la funcién).

Notemos que
_f < + > (Definicién de h — (0,3 pts.))

(3)
—1(3) -0 (+3=1- 01 pts.)
(3)

=f - f(0) (£(0) = f(1) - (0,3 pts.))
=— (f(O) — (;)) (Reordenar — (0,1 pts.))
——(r@-1(0+3)) (0+4 =4 (01 pts.))
= —h(0). (Definicién de h — (0,3 pts.))




Vemos asi que h(0)h (3) = — [h(0)]* < 0 (0,3 pts. por comprobar la hipétesis del teorema).

Por el Teorema de los valores intermedios (TVI), concluimos que existe ¢ € [0, 1] tal que h(c) = 0
(0,5 pts. por escribir correctamente la conclusién del teorema). Por definicién de h, esto es
equivalente a que f(c)— f (c + %) = 0, que es lo mismo que f(c) = f (c + %) (0,5 pts. por concluir).

(3,0 pts.) Sean f,g9: R — R dos funciones derivables en todo su dominio. Suponga que g(0) = f(0) y que
g (z) > f'(z) para todo x > 0. Muestre que g(z) > f(z) para todo z > 0.

Solucién: Consideremos la funcién h: R — R dada por h(z) = g(z) — f(x) (0,5 pts. por definir
apropiadamente la funcién). Como ¢(0) = f(0), sigue que h(0) = g(0) — f(0) = 0 (0,5 pts. por
verificar que h(0) = 0).

Por otro lado,
W(z) =g'(z) - f'(z) 20,

va que ¢'(xz) > f'(z) para todo x > 0 por hipétesis (0,5 pts. por verificar que h/(z) > 0 para
todo x > 0).

Asi, la derivada de h es positiva en el intervalo [0, 00), por lo que h es creciente en este intervalo (0,5
pts. por obtener que h es creciente). Concluimos de esta forma que h(z) > h(0) para todo x > 0.
Como h(0) = 0, resulta entonces que h(xz) > 0 para todo > 0 (0,5 pts. por mostrar que h
siempre es no negativa). Por definicién de h, esto es equivalente a que g(x) — f(z) > 0 para todo
x > 0, que es lo mismo que g(x) > f(z) para todo z > 0 (0,5 pts. por concluir).

Duracién: 3h.



