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P1. De las siguientes integrales resuelva sólo tres de ellas, por favor no entregue más de 3, no se corregirán:

Cada una de las integrales tiene 2 puntos asignados.

a)

Z
ex

e2x + ex + 1
dx

b)

Z
eax sin(bx)dx

c)

Z
x

(1 + x2)(1 + x)
dx

d)

Z
1

sin(x)
dx

e)

Z
ln(1 + x2)dx

P2. Usando sumas de Riemann de alguna función apropiada exprese como integrales los siguientes ĺımites
y luego calcule:

a) (3 puntos) ĺım
n!1

nX

i=1

1

n
ln(n+ i)� ln(n)

b) (3 puntos) ĺım
n!1

3

n

nX

i=1

(
2i

n
)4 � (

10i

n
)2

P3. (6 puntos) Decida si la función f es Riemann integrable y demuestre su respuesta, elija sólo uno de
los dos ejercicios:

a) Sea f : [1, a] �! , a 2 , a > 1

f(x) =

⇢
2x x /2
x x 2

b) Sea f : [a, b] �! , a < b

f(x) =

⇢
0 x /2
1 x 2

Duración: 3 horas.
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Pa
-

a) f dx
=

éatét a

haciendo el cambio de raaóeble

de = ex

du = édx
te ≥

tenemos
42+2 . E. ut /IY + 3-4
n

duf- = /FETE
with 1-1

+ 0.4

haciendo un nuevo cambio de variables

sea
s = u+1a ds

= de

J :-& = f:# Ei
"

+0.3



sea y =¥ dy = ds

± Es f dy =
a aretg (g) + a
53

1-0.3 1-0.4

= . . .

-

_ 3-narctgfduj-I-Y-c.fr arcts + c-

+0.3

b) geax senlbx) di

sea f-Íx) = en ⇒ f- = 1a µ

gcx) = sencbx) ⇒ g
'
= bcoscbx)
to

.
3

integrando por partes :

= ¿ e
"

.
sen ( bx) - ftp.e?-cos(bx)dx

1-0.4



integrando nuevamente por partes :

± e
"

.
sen ( bx) _ b-qf.ca?-cos(bx)dx
ax

fix) = e ⇒ f = La

gt) = cos (bx) ⇒ § G) = - bsencbx)
|-O .

3

luego
* = 1AM. senlbx) - ba (faenas (bx) y / La semlb

|-O . 3

Finalmente :

fea✗sin lbx) o/✗ = eaxsianlbx-e.be?aslbxl-
- ¥ fea✗sin lbxldx

+ 0.3
(a medio camino)



bélicos (bx)fea✗sin lbx) dx = sql - a-
- ¥ fea✗sin lbx ) dx

(1 + %)fea✗sin lbx) dx = éasinalbil .be?aYlbd-
⇒ f sin lbxldx = jajaja (sin 16×1 - ka coslbxD

+ C

1- O . 4-

( concluye )



c) ᵈ✗ Usaremos fracciones
parciales :

iii. + ≠, =

⇒
Atb = 1

6 + c. = o ⇒ b = - C } ⇒ -2=1 ⇒ c. = -42
A + C = O ⇒ A = - C

=/ +→d× Fracc . parciales
o
similar

0.5

=L /¥. +¥ - # dx
-

AIE
-

usando usando
U = / + ✗

2 4=1 + ✗
+0.5

du --2×04 (conocida )
du - dx| = { lnlitx) tu# xD

+0.5
+0.5

= 4- lnli +✗2) + { arctylxltlzlndt.tn/D+C



④ wd× ,
cambio tan/E) = U

d×=2¡¥ú
FÉ
,

a ⇒ Sin = Ez
Cos (E) = Irá

⇒ final = 21
ltzi

1-1.0

⇒ Erik =/EE =/¥

= IN (tul ) + C

= /~ ( / tan /Ill ) + C

+ 1. O



e) /humilde por partes a-Útil
de dx

⇒ da-
¥, "

N# ×

+ 0.5

⇒/humilde turno × -|¥,
I to

. 5

E- 21¥.it = 2N -÷)Á
= 2 [fdx - /YEE] = 2 [1- ArianKI

⇒/humilde = /v11 -1×4×-2/1 - ARTANIXÍ -1 (
+1.0



E) a) Lin [
¡
I-hrn-iiif-h.ru

N-70

N

= Lin
•→
[ ¡£ ↓ /Nui} - N - f- Inn)

N

= fin
a>• [ Ikki]- 1 ↓ /un

N

= Lin

usa ¥
,

↓ (tu /N-Ii) - Inn)
+ 1.0

= fin
nos
£ ? / In / 1-1
ir +0.5

Usando Axi = ↓ ,
✗◦ =L

,
✗¡=/+ in , f-AKINA)

to-5
Se pueden definir otro Xi

y
otra f-(×) A-AIJA

por ejemplo Xii-n , FCH -hítx )
cambia los límites de integración

N

=
Lin { f-(Xilsxi = ¡huid ×N->es in to

.
5



¡tuvo dx = xllnrx)- 1) ¡ = 21hr1 - 1) - 11km -N

= 2hr(2) - 1 to- 5

b) Lin ÷ ¿⇔"
-⇔

.

µ->as
¡= 1

N

= Lin
. E. Él:|

"
-
"Y:B . > - ±

+ 1.0

Usando ✗◦ =D
, Axi = % , ✗¡ =ifk) = [24×4-102×2]-3

to . -5

⇒ ti. ¡ [ (E)
"
- (÷}=# '

✗
"
- viril > dx

NO ¡ = 1

1- 0.5

/¡24 " -Iii)>de = } . r
"¡✗ "dx - sto '/✗ 'oh
◦ °

1

= ii. ¥1! - ✗ ii. ¥1
.



=¥ - 100

+ 1.0
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P3. Sean a œ N finito y f : [1, a] æ R probar que f es integrable en [1, a], con f(x) =

Y
_]

_[

2x si x /œ N

x si x œ N

Probaremos esto para intervalos de largo 1 y luego, usandk eso, concluiremos lo pedido. Sea una particion

equiespaciada del intervalo [k, k + 1]

P[k,k+1] = {k, k +
1
n , k +

2
n , .., k +

i
n , ..., k +

n≠1
n , k + 1} = {x0, x1, x2, ......x1, ...., xn≠1, xn}

Observaciones: Notar que en el intervalo [1, a] se tiene que x < 2x y que 2x es creciente.

Mi = 2xi para cada [xi≠1, xi]

mi = 2xi≠1 para cada [xi≠1, xi] menos [x0, x1] y [xn≠1, xn], pues en estos intervalos el infimo es x0
y xn respectivamente.

S(f, P[k,k+1]) =

nÿ

i=1
Mi

3
1

n

4
=

nÿ

i=1
(2k +

2i

n
)

3
1

n

4
=

nÿ

i=1
(
2k

n
+

2i

n2 ) = 2k +
(n + 1)

n
= 2k + 1 +

1

n

s(f, P[k,k+1]) =

nÿ

i=1
mi

3
1

n

4
=

n≠1ÿ

i=2
(2k +

2i ≠ 2

n
)

3
1

n

4
+ k

1

n
+ (k + 1)

1

n

s(f, P[k,k+1]) =

nÿ

i=1
(
2k

n
+

2i

n2 ≠ 2

n2 ) +
2k + 1

n
≠ 2k

n
≠ 2k + 2

n
+

2

n2 , los últimos 3 arreglan la sumato-

ria.

s(f, P[k,k+1]) = 2k +
(n + 1)

n
≠ 2

n
≠ 2k + 1

n
+

2

n2 = 2k + 1 ≠ 2k + 2

n
+

2

n2

S(f, P[k,k+1]) ≠ s(f, P[k,k+1]) =
2k + 3

n
≠ 2

n2 .

Tomando el ĺımite se concluye que S(f, P[k,k+1]) ≠ s(f, P[k,k+1]) æ 0, por lo tanto es Riemann

integrable en [k, k + 1].

Como k es arbitrario se tiene que f es integrable en [1, 2], [2, 3], ..... , [a ≠ 1, a].

Finalmente por propiedad de la integral de Riemann si f es integrable en [h, i] y en [i, j], entonces

es integrable en [h, j].

Por lo tanto uniendo todos los intervalos f es integrable en [1, a].

Nota extra: La suma superior de f entre [1, a] seria igual a la suma de las a≠1 sumas superiores, es decir:

S(f, P[1,a]) =

aÿ

k=1
S(f, P[k,k+1]) =

a≠1ÿ

k=1
2k + 1 +

1

n
= (a ≠ 1)a + a ≠ 1 +

a ≠ 1

n
= a2 ≠ 1 +

a ≠ 1

n
æ a2 ≠ 1

Esto es lo mismo que

⁄ a

1
2xdx, pues como vieron en clase sacar una cantidad finita de puntos

no

afecta al valor de la integral.

aka

- +0.5

+ 0.5

-
1-0.5

. 1-0.5

+1.0

+1.0

+0.5

+1.0

to -5

Desarrollos equivalentes reciben asignaciones
acorde a los argumentos de forma proporcional



P> b)
sea q i [a

,
b] → IR a < b

f-a) = { ° ✗ q

1 ✗ E Q

decida si f es Riemann integrable
y
demuestre su respuesta .

4- es Riemann integrable si te> e
3- PEP[aib] tal que

| sp(f) - §(f) / < E
+1.5

Sea o < E. < 6-2
, supongamos que

existe esta partición ,

7- { a- ×. < ×, < . . . < xm = b }
+ 0.5



pero cada intervalo real tiene
al menos un nacional y unirracional

.

m 1- 1.5

Luego sp Ef ) =
2-
¡ = ,
Hi - ✗i. ,) . O

sp (f) =
O

1. O
m

y Sp (f) = [ Lxi -✗i.a) . ^ = (b-a)
i. = A

1.O

como b-a ≠ o basta tomar

E < b-a *
0.5


