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Introduccion

En ciencias e ingenieria se emplean numerosos modelos para describir mateméticamente fenémenos
de diferente indole que van desde el cdlculo de estructuras hasta fenémenos econémicos sociales
pasando por la mecénica de fluidos, transferencia de calor, equilibrios quimicos, planificacién y
gestion de procesos, biotecnologia, astronomia, fisica del estado s6lido, materiales, mineria, sélo
por mencionar algunas que se cultivan en la facultad. Para esta tarea el cdlculo de una variable
muchas veces es insuficiente, pues la realidad incorpora multiples variables y sus interacciones para
el estudio de estos fenémenos.

Los autores.
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CAPITULO 1

Calculo Diferencial en R"

Nos interesa ampliar las herramientas aprendidas en el curso de Célculo a funciones de varias
variables. Para esto debemos introducir, entre otros, los conceptos de derivada parcial y diferencial.
Con ambos conceptos podremos entender diversas herramientas que nos permitirdn continuar la
tarea de maximizar o minimizar funciones que pueden estar sujetas a una o mas restricciones.

1.1. Repaso de algunos teoremas de Calculo

Los siguientes teoremas, vistos en el curso de Célculo seran de utilidad en todo lo que sigue. Cuando
trabajemos algunos teoremas en R™ nos podremos dar cuenta que sus demostraciones son analogas
a las del curso de Célculo.

Teorema 1.1. Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua tal que f(a) y

f(b) tienen distinto signo, entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0. Consideremos el

punto medio del intervalo ¢ = %rb, para el cual existen tres posibilidades:

1. f(e) < 0: en este caso nos restringiremos al intervalo [a1,b1] con a3 =cy by =b.
2. f(c) = 0: en este caso concluye la demostracién.

3. f(c) > 0: en este caso nos restringiremos al intervalo [a1,b1] con a1 =ay by =c.

Si realizamos de forma consecutiva el proceso de anterior, y si siempre nos mantenemos dentro de

los casos 1 y 3, habremos generado una sucesién de intervalos [ay,, b,] C [an—1,bp—1] C ... C [a,b]
tales que f(ay,) <0, f(by) >0y b, —a, = b’ﬁ% para todo n. De esta forma, b, — a,, = b{—n‘l
y para n — oo se tendra que a, — b, = 0y lim,_ o a, = lim,,_, b,,.

Sea e = lim;, 00 @y, = limy,—, o by, claramente e € (a,b) y ademds, como f continua:

f(e) = £ (Mim an) = lim f(a,) <0

n— oo

donde la desigualdad se tiene ya que f(a,) < 0 para todo n. Andlogamente se cumple:
= { = { >
fle) = £ (lim by ) = Tim f(by) =0

1



2 1.1. REPASO DE ALGUNOS TEOREMAS DE CALCULO

pues f(b,) < 0 para todo n. Se concluye entonces que f(e) = 0. [ |

Teorema 1.2. (Teorema del valor intermedio en R)
Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua. Si f(a) # f(b), entonces para
todo nimero k comprendido entre f(a) y f(b) existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < f(b). Definamos g(z) = f(z)—k
y entonces g(a) = f(a) —k <0y g(b) = f(b) — k > 0. De acuerdo al teorema 1.1 existe ¢ € (a,b)
tal que g(c¢) = 0, lo que es equivalente a f(c) = k. [ |

Teorema 1.3. (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R)
Toda sucesion acotada en R tiene al menos una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién acotada en R. Entonces existen ag, by € R tales que:

Vn € N,ag <z, <b,

Consideremos ahora ¢y = 2£%  En al menos uno de los intervalos [ao, o] ¥ [co, bo] hay infinitos
términos de {z,}, llamemos [ay, b1] a dicho intervalo y hagamos lo mismo consecutivamente de
forma de obtener una sucesién de intervalos [an, b,] C [an—1,bn—1] C ... C [a,b] tales que [an, by,]
contiene infintos términos de {z,} v b, — a, = ba-1-Gn-y para todo n. Consideremos ahora la

subsucesion {z ()} donde los indices f(n) estan definidos por:
f(l) = min{l eN | T; € [al,bl]}

fin+1) =min{i > f(n) | z; € [ant1,bn 1]}

Se tiene entonces:
vn e N,a, < T f(n) <b,

Notemos que la sucesién {a,} es mondtona creciente y por lo tanto converge a un real a. La
sucesién {b,} en cambio, es monétona decreciente y converge a un real b. Notando ademds que

by, —a, = b;—na para todo n, se tiene que lim,, oo a, = lim,,_.o b, es decir a = b. Por el teorema
del sandwich concluimos que lim;, oo Tf(,,) = a = b. |

Teorema 1.4. Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua. Entonces f es
acotada y alcanza su minimo y su mdximo en [a,b).

Demostracion. Probaremos el resultado para el maximo y la parte del minimo quedara propuesta
(es andloga). Sea M = sup{f(z) : a < z < b}, eventualmente M = oo, y consideremos una sucesién
{z,} tal que f(x,) converge a M. Por el teorema 1.3 existe una subsucesién z,, que converge a
un punto Z € [a,b]. Como f es continua se tiene que la subsucesién f(x,, ) converge a f(Z) y por
lo tanto f(z) = M. Esto prueba simultdneamente que M es finito y que el supremo (méximo) se
alcanza. |

Teorema 1.5. Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable

en (a,b). Si f alcanza un mdzimo (o minimo) en algin punto ¢ € (a,b) entonces f'(c) = 0.

Demostracion. Haremos la demostracién para el caso del méximo. La demostracién para el caso
del minimo es anédloga y queda de propuesta. Si f tiene un méximo en c entonces:

fle+h) < f(e) Vh tal que ¢+ h € [a, b]
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De esta forma, f(c+ h) — f(c) < 0. Asi para todo h > 0 pequeiio se tiene que:
fleth) = f@) _
A <
y esto implica que f’(c) < 0. Por otro lado, para todo h < 0 pequefio se tiene que:

flet+h) = f(o)

>0
h Z

lo que implica que f’(¢) > 0 y por lo tanto se concluye que f’(c) = 0. |

Teorema 1.6. (Teorema de Rolle en R)
Sean [a,b] cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable. Si f(a) = f(b), entonces
existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Tenemos tres casos posibles:

1. Si f(e¢) < f(a) para algin ¢ € (a,b). Por el teorema 1.4 sabemos que existe ¢ € [a,b] donde
f alcanza su minimo y en este caso necesariamente ¢ € (a,b). De acuerdo al teorema 1.5

f'(e) =0.
2. Si f(a) = f(c) Ve € (a,b). Entonces, por ser f constante, su derivada es nula en (a,b) y se

cumple el teorema.

3. Si f(¢) > f(a) para algin ¢ € (a,b). Por el teorema 1.4 sabemos que existe ¢ € [a,b] donde
f alcanza su maximo y en este caso necesariamente ¢ € (a,b). De acuerdo al teorema 1.5

(c) = 0.
|

Teorema 1.7. (Teorema del valor medio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable en (a,b).
Entonces, existe un punto ¢ € (a,b) tal que:

oy () = f(a)
f(e) = a4

Demostracion. Definamos
f(b) — f(a)

9(z) = flz) = = ———(r—a)

lo que implica g(a) = g(b) por lo tanto podemos aplicar el teorema 1.6. Entonces, existe ¢ € (a,b)
tal que ¢’(¢) = 0 lo que es equivalente a:

f(b) = f(a)

7o =1
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Teorema 1.8. (Primer teorema fundamental del célculo)
Sean f : [a,b] = R continua y ¢ € [a,b], entonces la funcion F definida por

F(z) = / f(z)dx
es derivable en (a,b) y ademds F'(xz) = f(z) en (a,b).

Demostracion. Sea ¢ € (a,b). Debemos demostrar que el limite

Fl(c) = %E}% F(c—l—hf)L—F(c)

existe y vale f(c). Notemos que

c+h c c+h
F(c+h)—F(c) = / flx)dx — / flx)dx = / f(x)dx
Consideremos por separado los casos h > 0y h < 0:

1. Sea h > 0: Como f es continua en [c,c + h], se tiene que existen valores a; y by en [c, ¢ + h]
tales que

fla) < fx) < f(br)  Vzelec+h]
Integrando en [c, ¢ + h]

fla)h < F(c+h) — F(c) < f(b1)h
flar) < w < f(b1)
Si h — 0T entonces a; — ¢y by — ¢. Como f es continua f(ay) — f(c¢) y f(b1) — f(c).
Entonces,
lm F(c+h)—F(c) ~ o) )

h—0t h

2. Sea h < 0: Como f es continua en [c + h, c], se tiene que existen valores as y be en [¢ + h, ]
tales que

flaz) < f(x) < f(b2)  Vzelc+h,d
Integrando en [c + h, ]
flag)(=h) < =(F(c+h) = F(c)) < f(b2)(=h)

flag) < w < f(bz)

Si h — 0~ entonces ag — ¢y by — ¢. Como f es continua, f(az) — f(c) y f(b2) — f(c).
Entonces,

lim w = f(c) (*¥*)

h—0- h



FCFM - Universidad de Chile 5

De (*) y (**) se obtiene

F(c+h)—F(e)

1{ = lim ——F————= =
M AT e
Por lo tanto F'(c) = f(c). |

Teorema 1.9. (Segundo teorema fundamental del cdlculo)
Sea f : [a,b] — R integrable. Si existe una funcion F : [a,b] — R continua y derivable tal que
F'(z) = f(x) en (a,b), entonces

b
[ f@do = F@) - F@)

Demostracion. Sea P = {xq,...,x,} una particién cualquiera del intervalo [a, b], entonces en cada
intervalo [z;_1, ;] la funcién F(z) cumple las hipétesis del teorema del valor medio (teorema 1.7),

es decir
F(zi) = F(zio1) = F'(ci)(zi — zi1)

Como F'(z) = f(z) Va € [a,b], entonces F'(c;) = f(c) y ademds
mi(f)(zi — i) < fle)(@i —xia) < Mi(f) (i — 2io1)
Lo que es equivalente a
mi(f) (@i — xio1) < F(2;) = Fwio1) < Mi(f) (2 — 2i-1)
Aplicando ™" (-) se obtiene
s(f,P) < F(b) = F(a) < S(f, P)

Luego, como lo anterior es vélido para todas las particiones de [a,b] y f es integrable en [a, b]

/f@m=F@—F@

Teorema 1.10. (Teorema del valor medio en R, versién integral)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua. Entonces, existe un punto
c € (a,b) tal que:

b
| #s)ds = 50
a
Demostracién. Definamos F : [a,b] — R como F(z) = [ f(s)ds. Entonces por el teorema 1.8 F es

continua, diferenciable en (a,b) y F'(z) = f(x). Usando primero el teorema 1.9 y luego el teorema
1.7, se tiene que

b
/f@M=F@—F@=F%F#@

para algin ¢ € (a,b). [ |
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1.2. Base algebraica y geométrica de R"

Definiciéon 1.1. Dotamos al conjunto R™ de una estructura de espacio vectorial mediante las
siguientes operaciones: para * = (z1,%2,...,2,) € R", y = (y1,¥2,...,yn) € R, y A € R
definimos

Suma:
w+y:($1+y177$n+yn)

Producto por escalar:
Ax = (/\l‘l7 e ,/\l‘n)

El espacio vectorial R™ tiene dimensiéon n. Entre las muchas posibles bases de R™ nos intere-
sard considerar, por su simplicidad, la llamada base canénica {e;}" ;, donde e; = (0,...,1,...,0)
con el uno en la posicién i. Asf todo @ = (x1,...,x,) € R™ se puede representar en términos de la
base candnica como .
r = Z €T;€;
i=1

Habiendo ya definido la estructura algebraica de R™ vamos a introducir la estructura geométrica
de R™ a través del producto interno (o producto punto)

Definicién 1.2. Dados x,y € R", se define el producto interno o punto de x e y como
n
i=1

La siguiente proposiciéon resume las propiedades bésicas del producto interno. Su demostracion es
muy simple.

Proposicién 1.1. (Propiedades del producto interno)

1. Positividad: Para todo € R™ se tiene (x,x) > 0y (x,z) =0 sl y sélo si & = 0.
2. Linealidad: Para todo ¢, y,z € R" y A€ R Az + y,2) = Mz, 2) + (y, 2).

3. Simetria: Para todo ¢,y € R" (z,y) = (y, x).

La nocién de producto interno induce de manera natural la nocién de norma o longitud de un
vector.

Definicion 1.3. Se define la norma de un vector € R™ como
x| = V& -

La siguiente proposicion establece una desigualdad entre producto interno y norma de vectores de
R™. Ella nos permite definir la nociéon de angulo entre vectores de R", dejando en evidencia que el
producto interno determina la geometria de R™.

Proposicién 1.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
z -yl <lzllllyll  va,y cR"

Ademas, se cumple la igualdad si y sélo si  es multiplo escalar de y o uno de ellos es cero.
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Demostracion. Consideremos x,y € R™ cualesquiera que mantendremos fijos y sea t € R. Entonces
por las propiedades del producto interno tenemos que

0< (x+ty,@+ty) = (x, x) +2t{z,y) + t*(y,y)

Si y = 0 entonces la desigualdad que se desea probar naturalmente vale. Si y # 0 entonces notamos
que la expresién de arriba determina una funcién cuadratica en ¢t que puede anularse a lo mas una
vez. Esto implica que el discriminante debe ser negativo o nulo, es decir,

A, y)? — 4z, z)(y,y) <0

de donde se obtiene la desigualdad deseada. Para terminar, cuando @ es multiplo de y entonces
claramente se tiene la igualdad. Queda propuesto probar la reciproca. |

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite definir la nocién de dngulo entre vectores.

Definicién 1.4. Dados x,y € R" llamaremos dngulo entre x e y a:

(rermen)
0 = arccos [ ————
||yl

entendemos que 0 € [0, 7.

Con esta definiciéon podemos hablar de vectores ortogonales cuando el angulo entre ellos es de 90°,
es decir, cuando (x,y) = 0.

Ademsds, también se obtiene la validez del teorema del coseno:
lz —ylI* = llz]* + [ly]|* — 2(z. y) = llz]|* + [ly]|* — 2]|z|[ly]| cos(6)

Cuando los vectores son ortogonales tenemos el teorema de Pitagoras.

Como ya dijimos, el producto interno induce la nocién de norma, la que le da a R™ su caracter
topoldgico, como ya veremos. Por el momento veamos las propiedades bésicas de la norma.

Proposicién 1.3. (Propiedades de la norma)

1. Positividad: Para todo € R" ||z|| > 0y ||z| =0 si y sélo si & = 0.
2. Homogeneidad: Para todo @ € R™, X € R | Az| = |\|||z||-

3. Desigualdad triangular: Para todo ,y € R™ ||z + y|| < ||z| + ||y]|-

Demostracion. 1.y 2. son directas del las propiedades del producto interno y la definiciéon de norma.

La Desigualdad Triangular es una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para x,y €
R"™ tenemos

2
(@+y,a+y) =ztyl” =zl +2(@y) + ylI* < |zl + 2z|lyll + |yl

de donde se obtiene
&+ ylI* < (= + [lyl)*
[ |

Nota 1.1. De ahora en adelante preferimos denotar el producto punto entre vectores « e y como
T-y.
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1.3. Funciones con valores en R™

Definicién 1.5. Llamaremos a f funcién a valores en R™ si f: D C R™ — R™.

Observamos que el argumento de f es un vector * = (1,...,2,) € R" y que la imagen de x es
un vector de R™. As{ f(x) = (f1(x),..., fm(x)), donde las funciones f; : D C R — R, para cada
i, se conocen como funciones coordenadas.

Para el estudio de las funciones de R™ a valores en R™ vamos a desarrollar las herramientas del
Calculo Diferencial. Sin embargo, la posibilidad de dibujar en el caso de dimensiones pequenas, es
siempre algo muy tutil. Mds ain ahora que tenemos programas computacionales (Matlab, Wolfram
Mathematica, Gnu Octave, etc.) muy eficientes para esta tarea. A continuacién damos alguna
terminologia.

Definicién 1.6. Llamaremos grafo de una funcién f : D C R™ — R™ al conjunto:
G(f) ={(= f(z)):x € D}
Notemos que G(f) C R**™. Este se podrd dibujar cuando m =1y n =1 o n = 2. En el primer
caso el grafo es una curva y en el segundo una superficie.
Definicién 1.7. Si m =1, dado ¢ € R se define el conjunto de nivel de la funcién f como
Ne(f)={zeD: f(z) =c}
En el caso en que n = 2y n = 3 el conjunto de nivel N.(f) se puede dibujar. Se le conoce como
curva de nivel cuando n = 2 y superficie de nivel si n = 3.

Ejemplo 1.1.

Figura 1.1: Grafo de sen (ﬁyﬂﬂ) Figura 1.2: Curvas de nivel de sen (#yyz“)

1.4. Conceptos introductorios de topologia

La nocién de limite y continuidad de funciones de R™ en R™ involucra el cardcter topoldgico de
estos espacios, inducido por la norma.

En el estudio de la topologia de R™ , un rol fundamental es jugado por las bolas abiertas.
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Definicién 1.8. Dados xzyp € R”, r € R, llamaremos bola abierta de centro en xg y radio r al
conjunto
B(xg,r) ={x e R": ||l — xo|| < 7}

Llamaremos bola cerrada de centro en @ y radio r al conjunto

B(xzg,r) ={x e R": ||l — x| <7}
Definicién 1.9. Diremos que A C R™ es un conjunto abierto si
(Vg € A)(Fr > 0) : B(xo,7) T A

Ejemplo 1.2. R" y el conjunto vacio &, son conjuntos abiertos. Atin cuando R™ es obviamente
abierto, el caso del conjunto vacio requiere una reflexiéon. Si @ no es abierto entonces existe xy € &
tal que para todo r > 0, B(xg,r) NR™ # &. Esto es absurdo pues no hay elementos en &.

Ejemplo 1.3. El conjunto A = {(x,y) : £ > 1} es un conjunto abierto. En efecto, si (z,y) € A
entonces B((z,y), 51) C A.

Ejemplo 1.4. Sizg € Ry r > 0 entonces B(z,r) es un conjunto abierto. En efecto, si x € B(zg, r)
entonces B(z, (r — ||z — z¢||)/2) C B(zg,r). Usando la desigualdad triangular muestre la veracidad
de esta tdltima afirmacién y haga un dibujo.

Definicién 1.10. Diremos que A C R” es un conjunto cerrado si A® es abierto.

Nota 1.2. Los conjuntos R™ y & son abiertos y cerrados. También notamos que hay conjuntos
que no son abiertos ni cerrados. Ver ejemplo a continuacion.

Ejemplo 1.5. Sean A= {1 :n e N}y B= AU{0}. Entonces:

1. A no es cerrado. En efecto A® no es abierto, pues 0 € A y: (Vr > 0) B(0,r) € A°. Lo
anterior pues cualquiera sea r > 0 se tiene que

1
(3n € N) tal que — < r
n

Es decir, £ € B(0,r).
2. A no es abierto pues 1 € A, pero (Vr > 0) B(1,r) € A.

3. B es cerrado y no es abierto.

Al igual que en el caso de R, uno puede definir sucesiones de vectores en R™. Se trata de funciones
de N — R” tales que asignan un vector x, a cada k € N. Usualmente se considera la notacion

{@k ke

Definicién 1.11. Una sucesién {xy}ren en R™ se dice sucesién convergente a © € R™ si:

(Ve > 0)(Fko e N)(VE > ko) : |k —z| <e

En el caso que € R" converge a * anotamos &y — x 0 limg_,» T = x. Notemos que la condicién
|z — || < € es equivalente a xy, € B(x,¢).

Una proposicién interesante, que se muestra a continuacién, es que uno puede caracterizar los
conjuntos cerrados mediante el uso de sucesiones. En realidad uno podria describir completamente
la topologia de R™ usando sucesiones, pero no lo haremos.
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Proposicién 1.4. A C R"™ es cerrado si y sélo si:
Para toda sucesion {zr}ren CA: ((xr > ) => x € A)

Demostracion.
(=): Sea A un conjunto cerrado y sea {xytreny C A una sucesién cualquiera tal que klim T = T.
— 00

Queremos demostrar que & € A. Supongamos que esto no es cierto, es decir, que € A®. Como
A es cerrado, existe € > 0 tal que B(x,¢) C A®. Sin embargo, de la definicién de convergencia,
existe ko € N tal que @, € B(zx,¢) para todo k > ko, lo que implica que z;, € A°. Esto es una
contradiccién pues x; € A para todo k € N.

(«<): Para demostrar la reciproca probemos la contrarreciproca. Es decir, si A no es cerrado en-
tonces existe una sucesién {xy}reny C A que converge a x y tal que = ¢ A.

Como A no es cerrado, A no es abierto, entonces existe un punto x € A tal que
Para todo € > 0 se tiene B(x,e) N A # @

Esta proposicién nos permite construir una sucesién {x,} C A de la siguiente manera: para cada
k € N tomamos ¢ = % entonces, como B(x,1/k) N A # &, podemos elegir ), € B(x, %) y x € A.
Por definicién esta sucesién converge a @, concluyendo la demostracién pues x ¢ A. |

Continuando con nuestra discusion sobre la topologia de R™ hacemos algunas nuevas definiciones.

Definicién 1.12. Sea A C R". Entonces:

1. € A se dice punto interior de A si: (3e > 0), B(z,e) C A.
2. & € R"™ se dice punto adherente de A si: (Ve > 0), B(z,e) N A # @.
3. & € R™ se dice punto de acumulacién de A si: (Ve > 0), (B(z,¢) \ {x}) N A # .

4. x € R™ se dice punto frontera de A si: (Ve > 0), B(z,e)NA# @ A B(z,e)NA° # 2.

Observamos que un punto adherente de A no necesita estar en A, asi mismo un punto de acumu-
lacién y un punto frontera no necesitan estar en A.

Definicién 1.13. Dado A C R™ se definen los siguientes conjuntos:

1. Interior de A: int(A) = {& € A : x es punto interior de A}.
2. Adherencia de A: adh(A) = {x € R™: x es punto adherente de A}.
3. Derivado de A: der(A) = {x € R" :  es punto de acumulacion de A}.
4. Frontera de A: 0A = fr(A) = {& € R" :  es punto frontera de A}.
Nota 1.3. int(A) C Ay A C adh(A4).
Ejemplo 1.6. En R sea A = [1,2) U {3}. Entonces: der(A) = [1,2], int(A) = (1,2), adh(A) =
[1,2)U{3} y fr(4) = {1,2,3}.
Se obtiene de las definiciones la siguiente proposicion:

Proposicién 1.5. A es abierto si y sélo si A =int(A) y A es cerrado si y sélo si A = adh(A).
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Ejemplo 1.7. Demuestre que & € adh(A) si y sélo si existe una sucesién {x;}r C A tal que

Solucion.
(=) Sea x € adh(A), entonces se tiene que

B(x,e)NA# @ Ve >0

Tomando ¢ de la forma £ = 1/k, se obtiene que:
B(x,1/k)NA# @ VkeN

lo que implica que para todo k € N existe un vector x; perteneciente a B(x,1/k) N A. Entonces,
{x)} estd contenida en A y limy_, o T = .

(<) Sea x € R™ para el cual existe {xy}r C A tal que limy_, o @ = x. Esto quiere decir que:
(Ve > 0)(Fko € N)(VE > ko) : |lop — x| <e

lo que es equivalente a
(Ve > 0)(Fko € N)(Vk > ko) : xy € B(x,¢)

Pero x;, € A, entonces Ve > 0 B(xz,e) N A # &, lo cual es la definicién de & € adh(A). O

Con este ejemplo terminamos esta breve introducion a la topologia de R™ y estamos en condiciones
de presentar la nocién de limite de una funcién.

1.5. Limites y continuidad

1.5.1. Limite de funciones de R™ en R™

Definicién 1.14. Sea f: A CR" — R™ y a € der(A). Entonces decimos que b es el limite de f
cuando x tiende a a y escribimos lim f(x) = b si
T—a

(Ve >0)(F30>0) tal que (0 < |lx—a|]| <HA(x € A)=||f(x)—b||<e

Nota 1.4. En la anterior definicién pedimos que a € der(A4) para que siempre haya puntos cerca
de a.

A continuacién desarrollaremos dos ejemplos en los cuales debemos efectivamente demostrar el
valor de un cierto limite. Para ello es necesario dar una férmula que permita determinar § dado e.

Ejemplo 1.8. Demuestre usando la definicién de limite que

Im  (2*—1)=0
(@)= (1.1)

Solucion. En primer lugar veamos que si

Iz, y) = (LD <6
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entonces necesariamente se cumple que
w1 <bely—1]<0
por ende,
e —1<dylz+1]<d+2 *)
Ademas, en este caso
[f(2) = b = [a* = 1| = |z — 1||z + 1] (**)
Asi, para cualquier € > 0 podemos elegir § > 0 que satisfaga
0(0+2)<e
Entonces, si ||(z,y) — (1,1)]] < d, usando (*) y (**) se obtiene que
|f(x) =bl <d(6+2)<e
O

El ejemplo anterior es bastante simple. La dificultad puede aumentar cuando la funcién f es maés
complicada, por ejemplo si es un cuociente.

Ejemplo 1.9. Demuestre usando la definiciéon que

=4

waien T~y
Solucion. Partimos como en el ejemplo anterior viendo que si
I(z,y) = (2,1)] <6
entonces se tiene directamente que
[z —2[<dely—1[< (*)
Por otro lado, un desarrollo algebraico simple nos lleva a lo siguiente

1‘2

r—y

22 —dw+4y| _ |(z =2 +4(y—1)]

1#(=) = bl = 7=yl Tyl

(**)

_4‘:

Observamos aqui dos hechos relevantes. Primero, en el numerador tenemos una expresién que
depende esencialmente de | — 2| y |y — 1|, cantidades controladas por §, segin (*). Segundo, en
el denominador tenemos |z — y|, que es una cantidad que podria hacerse muy pequena o incluso
anularse si uno no es cuidadoso.

Para tratar este ultimo término procedemos en una primera etapa encontrando un valor d; medio,
que si bien no nos permitird acotar por € nos permitird controlar |z —y|. Esta cantidad no se anula

n (2,1), de aqui vemos que si elegimos d; = 1/4, por ejemplo, entonces trabajando un poco las
desigualdades de (*) podemos concluir que

1
e =yl >3 (**%)
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Supongamos ahora que se satisface (***), entonces de (*) y (**) obtenemos que

l(x —2)* +4(y — 1)
|z -yl

|f(z) — bl = < 2|(z - 2)* +4(y — 1)

De aqui, usando nuevamente (*) podemos acotar mejor
|f(z) —b| < 2|z —2]* + 8|y — 1] <262 +85 <25 +85 =105

Pues para 6 < 1 se tiene que 62 < §. Entonces, dado € > 0, para que se cumpla |f(x) — b] < &
podemos elegir d2 = 75. Sin embargo recordemos que lo anterior serd cierto solamente si se satisface
(***), para lo cual necesitamos que ¢ < i. Por lo tanto, para asegurarnos que todos los argumentos

anteriores sean validos, elegimos § = ml’n{i, 15} v se cumplird que

22
) — (2,1 <5 = 4l <
o) = ol <0 2w <
O
Ejemplo 1.10. Demostrar que
2,2
T it U
(zy)=(0,0)  X=+y
Solucion. Del curso de Célculo sabemos que
m 5@
a—0 [6%
Entonces, dado ¢ > 0 existe 6; > 0 tal que
la| <61 = sen(a)_l‘gg
Elijamos ahora § = v/8;. Entonces ||(x,y) — (0,0)|| < § implica que |2 + y?| < §; y entonces
2,2
sen(z? + y*) <
.’Ii2 + y2
([

Nota 1.5. Notamos que una manera equivalente de escribir la nocién de limite es la siguiente:
para toda bola abierta B(b, ) existe una bola abierta B(a,d) tal que

x € (B(a,d)\{a}) N A= f(x) € B(b,¢)

0 equivalentemente

f((B(a,0)\ {a}) N A) C B(b,¢)

Ahora vamos a desarrollar el concepto de limite estudiando sus principales propiedades. En toda
esta seccién hacemos notar la analogia que se tiene con el curso de Caélculo, donde se estudio
el concepto de limite y continuidad para funciones de una variable real. Es sorprendente que la
mayoria de las proposiciones que veremos a continuacion tienen una demostracién que se obtiene
de la analoga de Célculo reemplazando | - | por || - ||
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Proposicién 1.6. (Unicidad del limite)
Sea f: ACR"” - R™ y a € der(A). Si

lim f(x) = by y lim f(x) = by

Tr—a

Entonces by = bs.

Demostracion. Por hipdtesis, dado € > 0 existen 61 > 0 y do > 0 tales que
(lz—@oll <61 A @A) = | f(@)—bi] <e

(lz —zol <02 A we A)=|f(z) —baf <e

Entonces, si || — al| < min{dy, d2} se tendrd que
1b1 — ba|| = [[(f (=) — b1) — (f(=) = ba2)|| < [[f(®) = bul| + || f () — b < 2¢

Como ¢ puede ser arbitrariamente pequeno, debemos tener que by = bs. |

La siguiente proposicién es muy util para estudiar la existencia de un determinado limite. Se usa

principalmente para mostrar que una cierta funcién no tiene limite.

Proposicién 1.7. Sea f: ACR"™ —» R™ y a € der(A4) tal que lim f(x) = b. Entonces para todo
r—a

B C A tal que a € der(B) se tiene que

lim f|p(x) =b

r—a
Demostracion. Propuesto. |
La contrarreciproca nos da el siguiente corolario
Corolario 1.1. Sea f: ACR"™ - R™, a € der(A) y B1,By C A, de manera que a € der(B;) N
der(Bz). Siuno de los limites lim f|p, (x) 6 im f|p,(x) no existe 0 si lim f|p, (x) # lim f|p,(x)
Tr—a Tr—a T—a Tr—a
entonces el limite

lim f(x)="5

Tz—a

no existe.

Ejemplo 1.11. Se trata de estudiar el siguiente limite

lim
(z,y)—(0,0) T + Y

Solucién. Notemos en primer lugar que f(0,0) no estd definida, sin embargo esto no tiene im-
portancia alguna. Lo que si importa es que (0,0) € der(R?\ {(0,0)}) y que f estd definida en
R%\ {(0,0)}. Si consideramos los conjuntos A = {(0,y) : y # 0} y B = {(,0) :  # 0} entonces
tenemos que

lim z,y) =0 lim z,y) =1
(w,y)—)(O,O)flA( Y) y(m,y)%(O,O)f|B( Y)

Concluimos entonces que el limite bajo estudio no existe, en virtud del corolario. O

Nota 1.6. En los ejemplos anteriores hemos considerado solamente funciones a valores reales, es
decir, con espacio de llegada R. Esto queda justificado en la siguiente proposicién.
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Proposicién 1.8. Sea f: A CR™ — R™. Entonces:

lim f(x)=b <« Mi=1,...,m)lim fi(x)=20

Tz—a Tz—a

Aqui f; es la i-ésima funcién coordenada y b; is la i-ésima coordenada de b.

Demostracion.
(=): Propuesto.

(«<): Dado € > 0, por hipdtesis, para cualquier ¢ = 1,2, ...,m existe §; > 0 tal que ||z — x| < J;
y & € A implica que |f;(x) — b;| < e/y/m. Entonces, si elegimos § = min{di, ..., 0, }, tenemos que
|z — || <y x € A implica

de donde || f(x) — b|| < e. [ |

Los siguientes tres teoremas resumen las propiedades importantes de los limites.

Teorema 1.11. Sean f,g: A CR™ — R™ y a € der(A). Si existen los limites lim f(x) = by y

r—a

lim g(x) = ba, entonces los siguientes limites existen y pueden calcularse como sigue:
Tr—a

Iim (f + g)(@) = lim f(@) + lim g(w) = by + by (1.1)
Si A €R,
lim (Af)(@) = A lim f(@) = Aby (1.2)

Demostracion. Demostraremos una a una las propiedades:

1. Dado € > 0, como f y g tienen limite en a, existen d1,d2 > 0 tales que
reAlz—al <t = |[f(z)-baf <

ze A lx—al <o = [g(x) - b <

[NCITRON RO

Definiendo § = min{d, d2} se obtiene:

zeEA |lx—a|| <6 =

I(f +9)(@) = (b1 + ba)| < I (@) = bul| + llg(@) = ba]| < 5+ 5 =<

€
2
2. Si A =0 el resultado es trivial. Si A # 0, dado € > 0 como f tiene limite en a, existe § > 0

tal que
€

[l

lo que es equivalente a ||\ f(x) — Ab1|| < € lo que concluye la demostracién.

wed |z—al|<d = [[f(®) b <
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Teorema 1.12. Sean f: ACR" = R™ yg: f(A) CR™ — RP. Si existen los limites lim f(x) =
xTeA

by lim g(y) = c, entonces existe el limite
y—b

yef(A)

m _ (gof)(z)=c (1.3)

x—a, €A

Demostracion. Dado € > 0, como el limite de g en b existe, entonces existe un valor n > 0 tal que
(ly=bll<n Ayefld) = lgly) —c| <e
y como el limite de f en a existe, entonces existe un valor § > 0 tal que
(lz—al <6 A zed) = |f(x)-bl<n
De estos dos resultados se concluye (usando y = f(x))
(le—al<éd Axed) = [g(f(z) —cl<e

por lo que g o f tiene limite en a. |

Teorema 1.13. Sean f,g: A CR"™ — R. Si existen los limites lim f(x) = by y lm g(x) = be,
Tr—a T—a

entonces los siguientes limites existen y pueden calcularse como sigue:

Jim (f - g)(x) = lim f(x) lim g() (1.4)
Si f(a) #0
(1 B 1
L (f) @) = e 7@ (15

Demostracion. Demostraremos una a una las propiedades y utilizaremos los dos teoremas anterio-
res.

1. Como (f-g)(z) = 3[(f+9)? — f>— ¢°](x), para demostrar la existencia del limite de f- g en
a, la demostracion se reduce al hecho de que el cuadrado de una funcién cuyo limite existe
en a también tiene limite en a.

Debemos demostrar f2 tiene limite en a. Como f2 es la composicién de f : A C R™ — R con
g : R — R definida por g(y) = y?, y como el limite de ambas funciones existe en a y f(a)
respectivamente, f? tiene limite en a.

2. Siguiendo el desarrollo de la parte anterior, tenemos que 1/f es la composicién de f: A C
R™ — R con g : R\ {0} — R, definida por g(y) = 1/y, cuyos limites existen en a y f(a)
respectivamente.
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1.5.2. Continuidad de funciones de R"” en R™
Ahora que hemos estudiado el concepto de limite estamos preparados para introducir el concepto
de continuidad de una funcién.
Definicién 1.15. Sea f: A CR"™ — R™ y sea € A. Decimos que f es continua en x si:
(Ve >0)(30 > 0) tal que [y € A A [lo —yl <] = [|f(x) - fy)l<e
0 equivalentemente
(Ve > 0)(30 > 0) tal que f(B(x,d)NA) C B(f(x),¢)

Definicién 1.16. Sea f: A CR"™ — R™ y sea g € A. Decimos que f es continua en A si:

(Vo € A)(Ve > 0)(36 > 0) tal que [y € A A flz —yl| <0] = [f(z) - fly)ll <e
o equivalentemente f es continua en todo punto de A.

Nota 1.7. Si @y € A es un punto aislado de A, es decir, g € A\ der(A) entonces f es obviamente
continua en x.

Si @ € der(A) entonces f es continua en xg si y sélo si

lim f(x) = f(xo)

T—aT0

Como consecuencia de la observacién anterior y de la proposicién 1.8 se tiene que f : A CR™ — R™
es continua en xg € A si y sélo si f; es continua en xg, para todo i = 1,...,m.

Como consecuencia de los teoremas 1.11, 1.12 y 1.13 tenemos también tres resultados sobre fun-
ciones continuas cuya demostracién es analoga a lo que ya vimos sobre limites.

Teorema 1.14. Sean f,g: ACR" - R™, kg € A y A € R. Entonces:

1. f continua en xgy implica Af continua en xq.

2. f y g continuas en xg implica f + g continua en xg.

Demostracion. Propuesto. |
Teorema 1.15. Sean f: ACR" - R™, g: BCR™ — RP, con f(A) C B yxy € A. Entonces f

y g continuas en xg implica g o f continua en xq.

Demostracion. Sea € > 0. Como g es continua en f(xg) existe 6 > 0 tal que:

yeB, ly—flm)l <6 = llg(y) —g(f(mo))ll <&
Por otro lado, de la continuidad de f en xy sabemos que existe nn > 0 tal que:
x €A |z—zol <n = |f(®)— f(@o)] <3
Juntando estas dos proposiciones y tomando y = f(x) se tiene que existe n > 0 tal que

zeA, |lz—zo| <n = f(x)€B, ||f(x)-flzo)l <0
= llg(f (@) = g(f(=o))| <€

Es decir:
|z —x0ll <n = llgo flx) —go flxo)|| < e
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Teorema 1.16. Sean f,g: ACR" - R yxg € A. Entonces f y g continuas en xg implica f - g
continua en xqg. Agregando el supuesto f(xo) # 0, f continua en xo implica % continua en .

Demostracion. Propuesto. |

x +y,y-sen(z)) es continua en todo punto de R2.

Ejemplo 1.12. La funcién f(z,y) = (%,

Solucién. En efecto, sus tres componentes son continuas en todo R?:

fi(z,y) = % lo es pues f(z) = 2?2 lo es, al igual que g(y) = 1 + y? la cual ademés no se anula.

Entonces, por el teorema anterior ﬁ = ﬁ también es continua, y nuevamente por el teorema
2

anterior 22— es continua.
14y

fa(z,y) = © + y es evidentemente continua pues f(z) = x e g(y) = y son continuas y la suma de
funciones continuas es continua.

f3(z) = sen(z) es continua, g(y) = y también lo es, luego por el teorema anterior y - sen(x) es
continua.

La idea es que con la ayuda de los teoremas 1.14, 1.15 y 1.16 podamos determinar por inspeccién
cuando una funcién es continua, por ser una combinacién de funciones continuas conocidas. O

Ejemplo 1.13. f(z,vy,z2,t) = sen(t(2? + y? + 2?)) es continua en todo punto de R*.

Definicién 1.17. Diremos que A C R"™ es una vecindad de g € R™ si g € A y A es abierto.

La siguiente proposiciéon da una caracterizacién de la continuidad en términos de vecindades. Notar
que la bola abierta B(x,r) es una vecindad de x.

Proposiciéon 1.9. f: A C R® — R™ es continua en £y € R™ si y s6lo si para toda vecindad

U C R™ de f(xg) existe una vecindad V' C R™ de x tal que f(VNA) CU.

Demostracion.
(=): Sea U una vecindad de f(xo). Entonces existe ¢ > 0 tal que B(f(zo),e) C U. Usando ahora
la continuidad de f en x(, para este € > 0 existe § > 0 tal que

[z —@ol| <y e A= |f(x) - flmo)] <e

Es decir
x € B(xg,0) yx € A= f(x) € B(f(x0),¢)

Si definimos V' = B(xo, d), que es una vecindad de x, obtenemos de aqui que

F(B(zo,5) N A) = f(VNA) CU

(«<): Esta implicancia queda propuesta. |

1.6. Diferenciabilidad de funciones de R" a R™

Consideremos f : A CR" - Ry x = (21,...,%j,...,2,) € A, donde el conjunto A se supone
abierto a fin de evitar dificultades con eleccién de la direccién sobre la cual definir el concepto de
derivada parcial. Para 1 < j < n fijo, definimos la funcién:
¢o:R — R
h — f(ﬂ? + hej)



FCFM - Universidad de Chile 19

donde e; es el elemento j-ésimo de la base candnica de R™. Notamos que +he; = (x1,...,z,_1, h+
Zj,Tj+1,.-.,Tn). A esta funcidn, siendo de R en R, le podemos aplicar la teoria de diferenciabilidad
desarrollada en el curso de Célculo.

Definicién 1.18. Llamaremos derivada parcial de f con respecto a ; en © € R™ a

Of  \_ 1 @) =0(0) _ . f(z+he;) - f(x)
g2, @) = Jim S = i SEEGAIE

cuando dicho limite existe. Si la derivada parcial de f con respecto a x; existe en todo punto de
A, entonces ella define una funcién

ﬁ:AQR”—HR

Oz

Nota 1.8. Como una derivada parcial es una derivada de una funcién de R en R, uno puede usar
todas las reglas de derivacion estudiadas en Célculo.

Ejemplo 1.14. Calcular la derivada parcial de la funcién f con respecto a x para
f(a,y) = 2ty + sen(ay)

Solucion. Haciendo uso de la nota anterior tenemos que

0
() = 42y + cos(ay)y

O

Ejemplo 1.15. Calcular la derivada parcial de la funcién f con respecto a x para f(z,y) =
zy

Varty?
Solucion. Para esto notamos que si (z,y) # (0, 0) entonces

of v v
0z (a? +y?)}

Si definimos f(0,0) = 0 entonces podemos calcular también la derivada parcial de f con respecto
a z en (0,0). Aqui usamos la definicién

8—f(0,0) = iy L0 SO0 e

0,
or B0 h hs0h

O

En la nocién de diferenciabilidad hay dos aspectos a considerar: el aspecto analitico y el aspecto
geométrico. Parece atractivo y simple definir una funcién diferenciable en un punto como una
funcién que posee todas sus derivadas parciales en dicho punto. Sin embargo esta condicién no
es suficiente para producir una buena definicién, pues nos gustaria que al menos se cumplan las
siguientes propiedades:

1. Criterio geométrico. Si f es diferenciable en un punto entonces es pueda definir un plano
tangente al grafo de la funcién en dicho punto.
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2. Criterio analitico. La composicién de funciones diferenciables debe ser diferenciable.

Ejemplo 1.16. El siguiente ejemplo ilustra la importancia de los requisitos anteriores. Conside-
1 1

remos la funcién definida por f(z,y) = x3y3. Calculando las derivadas parciales por definicién
obtenemos que estas existen y son

of of

—(0,0) = =(0,0) =0

0.0 = 0.0
Uno esperaria que el plano tangente a la funcién f en el punto (0,0,0) estuviese dado por la
ecuacién z = 0, para ser consecuentes con el valor de las derivadas parciales de f en el (0,0). Sin
embargo, este plano no puede ser tangente al grafo de la funcién en (0,0), pues sobre la recta y = x
el grafo de f tiene pendiente infinita en el origen.

Por otro lado, g : R — R? definida por g(x) = (z, ) es diferenciable en cero con g} (0) = g5(0) =1,
pero fog(x) = 23 no es diferenciable en 0.

Concluimos de este ejemplo que la nocién de diferenciabilidad debe involucrar algo més que la sola
existencia de las derivadas parciales en el punto.

Veamos ahora el aspecto geométrico en R? para motivar la definicién en general. Supongamos que
queremos ajustar un plano tangente al grafo de f : R? — R en el punto (z, %o, f(70,%0)) € G(f)-
Es decir queremos encontrar un plano en R? que pase por el punto y que tenga la misma inclinacién
que el grafo de f en el punto.

Para esto consideremos un plano genérico z = a + bx + cy y deduzcamos de las condiciones que
mencionamos antes el valor de las constantes a,b y ¢. En primer lugar queremos que (xo, %o, 20)
pertenezca al plano tangente, entonces

f(zo,y0) = 20 = a+ bxo + cyo

Fijando la variable x( se deberia tener que las recta z = a + bxy + cy debe ser tangente al grafo de
z = f(zo,y) en el punto yo. Esto implica que

of
—_— = b
O (z0,Y0)

De manera analoga
of (0, 90) = ¢
By 0,Y%0) =

Es decir, el plano buscado es
g g
= . o) + G (s o)z = 20) + 5 (o, )0~ o)

Definicién 1.19. Sea f : A C R? — R, A abierto y (x9,%0) € A. Decimos que f es diferenciable
en (zg,yo) si existen las derivadas parciales %(xm Yo) ¥ %(wo, yo) y el limite

lim |f(2,y) = f(zo,90) — %(9907310)(95 —Z0) — %(xo,yo)(y = %o)| —0
(1)~ (@0.90) 1@, y) = (0, y0)l

existe.
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Intuitivamente estamos pidiendo a f, para que sea diferenciable, que su grafo y el plano tangente al
grafo en el punto estén muy cerca, tan cerca que incluso al dividir su distancia por ||(x, y) — (zo, yo)||
la fraccién todavia es pequena.

Vamos ahora al caso general:

Definicién 1.20. Sea f: A C R™ — R™, A abierto y ¢g € A. Entonces, si todas las derivadas
parciales de todas las funciones coordenadas existen en x(, podemos definir una matriz D f(xg) €
M5 (R) como

_ Ofi

(Df(xo0))ij = iy (o)

Esta matriz se conoce como matriz Jacobiana o Diferencial de f en xy.

Definicién 1.21. Sea f: A CR"™ — R™, A abierto y &y € A. Decimos que f es diferenciable en

xg si paratodoi=1,...,my paratodoj=1,...,n ggj (zo) existe y
_ _D _
@)~ Jo) ~ Do) —w0)l 1.6
@0 [z — o

Usualmente la condicién (1.6) se escribe de manera equivalente como

i @0+ ) = (o) ~ Df@)h]| _
h—0 Rl

0 (1.7)

Nota 1.9. En vista de la proposicién 1.8 tenemos que una funcién f : A C R™ — R™ es diferencia-
ble en xg € A si y sélo si cada una de las funciones componentes f; : A C R™ — R es diferenciable
en xg € A.

La diferenciabilidad tiene que ver con la posibilidad de aproximar la funcién f(z) por una funcién
lineal afin L(x) = f(xo) + D f(xo)(x — xo) cerca de xy. En ocasiones L se llama aproximacién de
primer orden de f en xy. Como ya vimos en el caso de n = 2 y m = 1, lo anterior se interpreta
geométricamente como la posibilidad de ajustar el plano tangente al grafo de f en xy.

Ejemplo 1.17. Encuentre el plano tangente al grafo de f(z,y) = 22 + y? en el punto (1,1).

Solucion. Calculamos las derivadas parciales en (1,1)

0
—f(l,l):2x|(171) =2 Yy

of
or oy

(1, ].) = 2y|(171) =2
Entonces el plano tangente tiene por ecuacion
z=24+2(x—-1)4+2(y—1)

es decir
z=—-242x+2y

1.6.1. Aproximacién de primer orden

Sif:ACR" = R™ es una funcién diferenciable en xg € A. Entonces la funcién lineal afin

L(h) = f(zo) + Df(zo)h
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es una aproximacién de la funcién f(xg + h) cerca de h = 0. No sélo f(xg + h) y L(h) son muy
parecidas, sino que ademas
lim f(®o +h) — L(h)

=0 1.8
h—0 |h]| (1.8)
h#£0

En el caso m =1 y n = 2 tenemos que

L(h) = L(h1, h2) = f(zo0,y0) + %(%J/o)fh + %(ffo,yo)hz

aproxima a f al primer orden cerca de (g, yp)-

Ejemplo 1.18. Encuentre una aproximacién de primer orden para la funcién f : R? — R definida
por f(z,y) = xcos(y) + e*¥, cerca del punto (zg,yo) = (1, 7).

Solucion. Tenemos f(l,7) = —-1+e"y

of _ ”
%(1,7") = _1+7T€
of

g — 7

P = e

Asi la aproximacion de primer orden es
fA+am+b)~—-14+e"+(-14+me")a+e"b
O

Nota 1.10. En general, los vectores de R™ deberian considerarse como vectores columna. De esta
manera la matriz Jacobiana y el producto D f(xo)h, h € R™ tienen sentido. Sin embargo, cuando
esto no lleve a confusién, muchas veces escribiremos los vectores de R™ como vectores fila, por
economia notacional.

1.6.2. Gradiente de una funcién

Definicion 1.22. La matriz Jacobiana de una funcién de R™ en R es una matriz de 1 x n

Dfao) = | 3 @) 5L (@) 7L o)

Es costumbre identificar esta matriz con un vector de R™ llamado gradiente de f en xg. Asi

Vf(IL’Q) = (aamfl(:to), ey 86;;(330)>

Con esta notacion la aproximacién lineal tiene la siguiente forma

L(z) = f(zo) + Vf(z0) - (x — x0)

1.6.3. Relacién entre continuidad y diferenciabilidad

A continuacién abordamos la relacién entre continuidad y diferenciabilidad. Al igual que en el
caso de las funciones de una variable, la diferenciabilidad es un concepto més fuerte que el de
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continuidad, en el sentido que, toda funcién diferenciable en un punto es también continua en
dicho punto. Pero la relacién no termina alli. Si bien la mera existencia de las derivadas parciales de
una funcién en un punto no garantiza su diferenciabilidad, en el caso que esas derivadas parciales
existen y son continuas en una vecindad de dicho punto entonces si hay diferenciabilidad de la
funcion.

Comencemos extendiendo la desigualdad de Cauchy-Schwarz al producto de una matriz por un
vector. Sea A una matriz en M,,«,(R) y £ € R™. Entonces, usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz obtenemos

2
1Azl =" | D age; | <D | Doahd i | = (DD ai| =l (1.9)
i=1 J

i=1 \j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Definicién 1.23. La desigualdad 1.9 sugiere definir la norma de una matriz A € My, x»(R) como

(1.10)

(1.10) se conoce como norma Frobenius.

Podemos resumir esto en la siguiente proposicién

Proposicién 1.10. Si A € M, (R) y & € R™ entonces
[[Az|| < [|All |||
Teorema 1.17. Sea f: ACR" - R™ y xg € A. Entonces

f es diferenciable en xy = f es continua en xg

Demostracion. Si f es diferenciable en xy entonces existe la matriz Jacobiana de f en xq y

1t 1 (@) = f(@o) = Df(@o)(@ — 20|

=0
=3 & — o]

Asi dado e > 0, existe 01 > 0 tal que si || — x| < 01 entonces:
[f(®) = f(®o) = D f(xo)(x — a0)|| < ellx — a0
Entonces, usando la desigualdad triangular y la proposicién 1.10, obtenemos
1f (@) = f(@o)|| < elle — ol + | Df (zo)(x — o) || < (e + [[Df (@0)]]) ]| — zo
De esta manera, si elegimos 0 = min{d1,e/(e + ||Df(zo)||)} obtenemos
[z —aoll <0 = |f(x) - flmo)] <&
es decir, f es continua en x. |
Corolario 1.2. Si f es diferenciable en xy entonces existen § y K tales que

& — 2ol <6 = |f(®) - f(zo)ll < Kz — 0|
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Demostracion. Basta tomar e =1y K =1+ ||Df(x0)| en la demostracién del teorema. [ |
Retomaremos esta propiedad cuando veamos mas adelante el teorema del valor medio.

Continuando con la relaciéon entre diferenciabilidad y continuidad consideremos una funcién f :
ACR"™ - R™y xy € A. Supongamos que las derivadas parciales de f existen no sélo en x( sino
que en una vecindad de V' C A de xy. Entonces estas definen funciones

dfi Of;
c')xj 8£Uj

:V — R tal que ¢ —

()

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que una funcién f sea diferenciable en
ro.

Teorema 1.18. Sea f: A CR"™ — R™ tal que sus derivadas parciales existen en una vecindad de
Ty y son continuas en xg. Entonces [ es diferenciable en x.

Para la demostracién vamos a utilizar el teorema 1.7.

Demostracion. En vista de la nota 1.9, basta demostrar el teorema para m = 1. La demostracién
en el caso general para n es andloga al caso n = 2. Haremos la demostracién para el cason =2y
el caso general quedara propuesto.

Consideremos

f(xo+h) — f(z0) =
f(zo1 + h1,zo2 + ha) — f(zo1 + h1,@o2) + f(zo1 + hi, xo2) — f(zo1, Zo2)

Fijemos xg; + hy y supongamos que hy > 0. Definamos la funcién g : [0, hs] — R como g(s) =
f(xo1 + h1, 202 + s). Como la derivada parcial con respecto a y existe en una vecindad de xg, si
h es pequenio, la funcién g es derivable en [0, ho]. Entonces, aplicando el teorema del valor medio
(teorema 1.7) a g existe ¢z € [zo2, To2 + ho] tal que

0
f(xo1 + hi,x02 + ha) — f(xo1 + h1,@02) = 87552(%1 + hi, 202 + c2)

Si hy < 0 entonces se define g en [ha, 0] y se procede de manera andloga. Notemos que en cualquier
caso |ca| < |ha| < ||A]|.

Por el mismo argumento, fijando ahora zgs se tendrd que existe ¢1 tal que |e1| < |h1| < ||| ¥

f(xo1r + hi,z02) — f(xo1, To2) = =— (o1 + €1, To2)

6351
Y asi, si anotamos &} = (zo1 + ¢1,To2) ¥ 5 = (xo1 + h1,xo2 + ¢2) tenemos

0 0
a—i(mi)hl + 2 (i,

f(xo +h) = f(xo) = Dy

y de aqui

Flan + ) = flan) = Dftah = | 550 - 7@ | m+ | i) - S| )
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Usemos ahora la continuidad de las derivadas parciales en xg. Dado ¢ > 0 existe §; > 0 tal que

8f af €
||:IZ — 1130” <01 = 61’1 81‘1( ) < \ﬁ
y existe dy > 0 tal que
8f af €
||£C — a:0|| < by = 81‘2 81‘2( 0) < \ﬁ

Eligiendo 6 = min{d1, 2}, si ||h|| < ¢ entonces para k = 1,2,
[y, = @ol| = |ex| < |hi| < ||h]| <6
y asi

Ji
@) = 5, (@0)| <

7

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la ecuacién (*), se obtiene

@0+ h) — Fo) — Df(zo)h] < ¢ (g{lm - gygjw) n (%(m;) - gim)) IRy

[f (@0 + h) = f(xo) — Df(20)h \/ < Ikl =ellh]|

Definicién 1.24. f se dice de clase C* en ¢ € A si f es diferenciable en x( y todas las derivadas
parciales de f son continuas en x.

de donde

Definicion 1.25. f: A CR™ — R™ se dice diferenciable en A si f es diferenciable en cada punto
de A. f se dice de clase C' en A si f es diferenciable en A y todas sus derivadas parciales son
continuas en A.

Ejemplo 1.19. f(x,y) = % es diferenciable en cada punto (z,y) # (0,0) pues 3 —f
existen y son continuas en cualquier punto distinto del (0, 0).

YQy

Ejemplo 1.20. Las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = z1/3y1/3 estudiada anteriormente

no estan definidas en una vecindad del origen, menos pueden ser continuas.

Volvemos ahora a la idea de aproximacién que lleva el concepto de diferenciabilidad. Vimos que si
f es diferenciable en un punto x( entonces la funcién lineal afin L(h) = f(x)+ D f(xo)h aproxima
a f en primer orden. Nos interesa ahora la reciproca.

Teorema 1.19. Sea f: A C R™ — R™ wuna funcidn continua en xy € A y L una funcidn lineal
afin, L(h) = a + Bh con a € R™ y B € M, xn(R). Supongamos que

(o + k) — L(h)|
wlh Al

=0 (1.11)

Entonces a = f(xg) y B= Df(xg) y [ es diferenciable en xy.
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Demostracion. Por hipétesis

(o + B) — L(h)
b Al

=0
entonces se tiene en particular que
lim f(xg+h) —a— Bh =0
h—0

Como f es continua en g, esto implica que f(xg) = a.

Por otra parte, para cada 1 < j < n, tenemos de la hipGtesis que se cumple lo siguiente (en este
limite h es un ndmero real y he; un vector que tiende a cero)

(o + hey) — f(wo) — Bhes|

1 0
K0 [he; |
es decir,
iy £ (@0 +hey) = flxo) _ Be,
h—0 h

Asi, las derivadas parciales de las funciones coordenadas con respecto a z; existen y son iguales
a la columna j-ésima de B. De aqui B = Df(xp). Reemplazando estos valores en la hipdtesis,
tenemos que f es diferenciable en x. |

Este teorema dice que cuando existe una aproximacién lineal de primer orden esta es tinica. Es un
teorema de unicidad. Por otra parte este teorema es muy util para demostrar la diferenciabilidad
de una cierta funcién. La idea es que uno tiene una matriz B que es candidata a ser la matriz
Jacobiana de f. Con dicha matriz uno demuestra (1.11). y concluye la diferenciabilidad.

El siguiente es un teorema que permite combinar funciones diferenciables.

Teorema 1.20. Sean f,g: A CR" — R™, xy € A funciones tales que D f(xo) y Dg(xg) existen,
entonces

1. D(f 4 g)(mo) existe y se tiene
D(f + 9)(xo) = D f(x0) + Dg(xo) (1.12)
2. Si A€ R, D(Af)(xo) existe y se tiene
D(Af)(xo) = ADf (o) (1.13)
3. Sim =1, D(f x g)(x0) existe y se tiene
D(f - g)(@o) = g(®0) D f(x0) + f(x0) Dg(0) (1.14)

4. Sim=1y f(zo) #0, D(1/f)(x0) existe y se tiene

D(l/f)(wo) = - Df(wo) (1-15)

b
f2(@0)

Demostracion. Veamos una a una las propiedades:

1. (1.12) y (1.13) son consecuencia directa de la definicién de diferenciabilidad.
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2. Una forma de demostrar (1.14) es simplemente ver que se cumpla la ecuacién (1.11). Es decir,

(f-g)(xo+h) = (f-g)(®o) — [9(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(xo)] R

A IRl]
— lm (f(l’o + h)[g(xo + h) — g(xo) — Dg(x0)h)

h—0 ||hH

g(@o)[f (@0 + h) — f(xo) — Df(mo)h] | [f(wo +h) — f(x0)]Dg(wo)h

" Al " Bl
L . g(mo + h) — g(xo) — Dg(x0)h
= Jim, f(@o +h) Jim == Hh|T :

 f(zo+h) — f&o) — Df(mo)h . Dyg(@o)h
+ g(xo) lim = ” h||0 = lim [f(wo + ) — fl@ol =5 hﬁ =0

Como ya vimos para la aproximacién de primer orden, tenemos que el tltimo limite se anula
ya que Dg(xo)h/||h|| es acotado y [f(xg + h) — f(xo)] tiende a cero.

3. Para demostrar 1.15, nuevamente debemos verificar que se cumple (1.11).

1 1 Df(zo)h
iy T@oFR) ~ Flwa) [l _ i @) = f(xo + h)f(@o) + f(@o + h)Df (wo)

B0 IA] R0 F(@o + h) f(mo)?|[h]]
_ lim 1  Df(@o)h[f(zo+h) — f(z0)] = f(20)[f (w0 + h) — f(w0) — Df(x0)h)]
h—0 f(xo + h)f(x0)? Rl
Lo B Df(@o)h 1 . f@o+h)—f(@o) = Df(@o)h
= o) mplf (o R = @) = e Ay Il

=0

Teorema 1.21. (Regla de la cadena)
Sean f: ACR" - R™ yg: B CR™ — RP tales que [ es diferenciable en xg € A y g diferenciable
en f(xg) € B. Entonces go f: A CR™ — RP es diferenciable en xq y

D(fog)(zo) = Dg(f(x0))Df(o)

Demostracion. De acuerdo al teorema 1.19 basta demostrar que

g (@0 + b)) — g(f(@0)) — Dy(f(@0)) DS (@bl _
W Al 0

De la desigualdad triangular y de Cauchy-Schwarz tenemos que

g(f(xo +h)) — g(f(x0)) — Dg(f(x0))Df(x0)h||
<llg(f(zo + h)) — g(f(x0)) — Dg(f(x0))(f(x0 + h) — f(z0))]l
+I1Dg(f(x0)) | 1(f(zo + k) — f(z0) — Df(x0)h)]|.

Por otro lado, como f es diferenciable en x(, dado € > 0 existe §; > 0 tal que

[l <61 = [If (o + h) = f(z0) — Df(20) i

£
" S Dg o]

y de esta forma el segundo término de la suma queda acotado por $||hl|. Del resultado anterior,
usando la desigualdad triangular, también se deduce que existe K > 0 tal que

[l < 61 = [If (o + k) — f(zo)|| < K][h]|
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Usando la diferenciabilidad de g en f(xg) encontramos que existe d > 0 tal que:
€
lall < 82 = llg(f(zo) + @) = g(f(@o)) — Dg(f(mo))a] < |l

Luego, escogiendo § = min{d1, 22}, si ||| < § y considerando a = f(zo + h) — f(zo) tendremos

A

lg(f (@0 + h)) — g(f(x0)) = Dg(f(20))(f (w0 + k) — f(0))l| < %Hf(% +h) = f(zo)]|

IA
|
=
=

Y por lo tanto

(f (@0 + h)) — g(f(20)) — Dg(f(20)) D (®0)

h” <e
[n] -

IR <& = lg

La demostracién requiere que ||Dg(f(xo))| > 0. Indicar cémo hacerlo cuando es cero queda pro-
puesto. |

Ejemplo 1.21. (Caso particular)
Sean g : R? - Ry f:R3 = R3 tal que

f(@y,2) = (u(z,y, 2), (2,9, 2), w(z, y, 2))

Sea F(z,y,z) =go f(x,y,2) = g(u(z,y, z),v(x,y, 2),w(z,y, ). Calculemos %—i(m,y,z).

Solucién. Para esto usemos la regla de la cadena para obtener DF(z,y, 2)

ou ou ou
ox Jy 0z

dg 0g 0Og v v B
DF(HJ»%Z) = Dg(f(ac,y7z))Df(x7y,z) = (81178117 aw> % ?Ty %

ow ow ow

ox oy Oz
Entonces
OF _0g0u  0g0u 0y 0w
dr Oudx Owdr Owdx

Ejemplo 1.22. (Coordenadas esféricas)
Sea g : R? — R y consideremos el cambio de variables a coordenadas esféricas

x = rcos(f)sen(o)
y = rsen(f)sen(p)
z = rcos(¢)

Definamos F(r, ¢,0) = g(r cos(0) sen(¢), r sen(8) sen(g), r cos(6)). Queremos calcular las derivadas
parciales de F' con respecto a 7,0 y ¢.
Si miramos el cambio de variables como una funcién f : R?> — R3, usando el ejemplo anterior se
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tendra:
OF g dg dg
B B cos(0) sen(o) +8—y sen(6) sen(¢) +& cos(9)
g—g = g—zr cos(0) cos(qﬁ)—f—?—ir sen(0) COS(QZ))—%T sen(¢)
OF

37 :—g—zr sen(#) Sen(¢)+%r cos() sen(¢)

Ejemplo 1.23. Sea h(z,y) = f(u(x,y),v(z,y)) donde la funcién f esta definida por f(u,v) =

Z;fzz, y las funciones u y v por u(z,y) = e * ¥ y v(x,y) = e*¥. Calcular %, g—z.
Solucion. Usando la regla de la cadena tenemos
oh  Of0ou Of Ov 4uv? Cay 4dvu? -
= T P — e + ye Yy
Or Oudx Ovdr (u?—v2)? (u? —v?)?
% — g@ + g@ — 441“]2 e 7Y + 4vu2 re’Y
dy Oudy Owdy (u?—v?)? (u? — v?)?

Ejemplo 1.24. (Importante)
Sean f:R?® - R, v:R — R?®y h:R — R de manera que: h(t) = f o y(t). Entonces:

dh _8f. 8f.  Of,

oLt oy to = V() - 3(t)

La funcién v representa una curva en el espacio y  su vector tangente.

Ejemplo 1.25. Consideremos las funciones
fla,y) = (° + 1,97

g(u,v) = (u+v,u,v%)
Calcular D(go f)(1,1).

Solucion. Usemos la regla de la cadena y calculemos

Dg(f(1,1))Df(1,1)

Df(xz,y) = [ 2033 20y ] y evaluando Df(1,1) = [

O N
N O
1

Evaluamos f(1,1) = (2,1) y luego calculamos

Dg(u,v) =

(e
[\)
s © =

que al evaluar nos da

Dg(f(1,1)) = Dg(2,1) =

O ==
O =
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Entonces tenemos
1 1 2 0 2 2
D(gof)(1,1)=1[ 1 0 [0 2]2 2 0
0 4

Una forma alternativa, que nos da evidentemente el mismo resultado, es desarrollar h primero
h(z,y) =go f(z,y) = (@ +y* + 1,2° + 1,y")

y luego derivar y evaluar

2z 2y 2 2
Dh(z,y)=| 2 0 entonces Dh(1,1)= | 2 0
0 493 0 4

Ejemplo 1.26. (Derivacién implicita)
Sean G:R? - Rey: R — R tales que

G(z,y(z)) =0 Vx € R entonces

96 0Gdy _ |
oxr  Oydr
Si %2 # 0 entonces podemos despejar la derivada de y con respecto a x
aG
Y _ _ow
oG
dx S

Nota 1.11. Maés adelante veremos que dada la ecuacion
G(x,y) =0

hay condiciones que garantizan la posibilidad de despejar y como funcién de x. Este criterio lo da

el teorema de la funcién implicita, que veremos maés adelante, y consiste en suponer que %—5 €s no

nula. Notamos que justamente este término aparece en el denominador de la derivada de y.

Ejemplo 1.27. Veamos ahora un caso de derivacién implicita con mas variables. Sean
Gi(z,y1(2), y2(x)) =0
Ga(z,y1(2), y2(x)) =0

donde G1,Gs : R?> = Ry y1,72 : R — R. Suponiendo que todas las funciones involucradas son
diferenciables se desea calcular 4 () e ya(z).

0G1 = 0Gq

+ AL W
ax ayl yl ayQ y2 -
oG oG oG
2+ 2205 4+ =24 =0

ox oY1 Oyo

Este es un sistema de 2 x 2 que tiene la siguiente forma:

%Gl %Gl 0G1
Y1 Y2 ( U ) o Oz
9Gsy  9Gs Y2 fele

Oy1 Oy2 ox
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del cual podemos despejar las derivadas buscadas, bajo la hipdtesis de invertibilidad correspon-
diente:

OG> —0G, 090G,

( i ) -1 Oy Oy oz
; = 9G. 0G2 _ 0G; 0G4

Y2 Oy1 Oy2 Oy1 Oy2 —0G» 9G, G

oy1 oy1 oz

Teorema 1.22. Una condicion necesaria y suficiente para que

of _of
or Oy
es que exista g tal que f(x,y) = g(z +y).

Demostracion. La suficiencia de dicha condicién es evidente. S6lo debemos verificar que la condicién
también es necesaria. Para esto consideremos el siguiente cambio de variables:
u-+v u—v

u=x+y, v=x—Yy < T= 5 » Y= 9

y definamos

h(u, v) :f(“;”,“;“) = f(z,y)

Tendremos que
O . _0for 0foy 10/ 10f
ov' ' 0xdv  Oyov 20x 20y

Es decir h no depende de v, y por lo tanto:

f(@,y) = h(u) = h(z +y)

0

1.6.4. Teorema del valor medio en R"

El teorema del valor medio para funciones de un intervalo [a,b] en R puede extenderse a varias
variables. Esto haremos a continuacién.

Teorema 1.23. (Teorema del valor medio en R™)
Sea f: A CR"™ — R diferenciable en A y [a,b] C A, donde [a,b] = {a +t(b—a) :t € [0,1]}.
Entonces existe ¢ € [a,b] tal que

1f(b) = f(a)l = Vf(c)- (b—a)
y por lo tanto

1£(6) = fla)| < sup |[Df(a)][b—al

z€la,b

Demostracion. Definamos la funcién g : [0,1] — R por g(t) = f(a+t(b—a)). Nétese que g(0) = f(a)
y g(1) = f(b). Por definicién g es derivable y por regla de la cadena se obtiene

g'(t) =Vf(a+tb-a)) (b-a)
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Como la funcién g satisface las hipétesis del teorema 1.7 para funciones reales podemos concluir
que existe to € (0,1) tal que g(1) — g(0) = ¢'(to)(1 — 0) y por lo tanto,

f(b) = fla) =Vf(a+io(b—a)) (b—a) ()

Tomando médulo y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1f(b) = fla)| < IV f(a+to(b—a))|[b—al < ( sup IIVf(m)H) 16— all

z€|a,b)
|

Nota 1.12. El teorema anterior también se conoce como teorema de los incrementos finitos. Para
una funcién con valores en R™, no necesariamente se obtiene una igualdad como en el caso de una
variable o como en (*). Esto no es problema, pues su utilidad realmente viene del hecho que los
incrementos se pueden acotar.

Si agregamos la hipétesis de que f es de clase C! entonces Df(-) es continua y como || - || también
lo es, ||Df(:)]| serd composicién de funciones continuas y por lo tanto continua de R en R y
asi alcanzard su maximo sobre un intervalo cerrado. Luego

1/(®) = fla)l < méx [[Df(2)][b - al

z€la,b]

1.7. Gradiente y geometria

Recordemos que el gradiente f: A C R™ — R se define como

T
Vf(il:()) = (gi(wo), ey ;j;(dxﬂ)

El gradiente se define generalmente sélo en puntos donde f es diferenciable, aiin cuando basta que
existan las derivadas parciales para determinarlo.

Ejemplo 1.28. Calcular el gradiente de f(z,y,2) = /22 +y? + 22 =r.

Solucion.

af B 2z oz
Oz N 2072 1 y? + 22 -7
2 N
dy 2y/x? 4 y? + 22 r
af B 2z oz
0z N a2 + 42 + 22 - r
1
vf x? y7 z = B x? y7 z = 7/“\
w2 = e
U
Consideremos a continuacién un vector unitario v (con ||v|| = 1) y miremos la funcién:

t— f(xo+ tv)
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Esta es una funcién de una variable y uno puede preguntarse sobre su diferenciabilidad en ¢ = 0,
es decir sobre la existencia del limite

lim f(xo +tv) — f(x0)
t—0 t

esto da lugar a la siguiente definicién

Definicion 1.26. Si el limite

, o+ tv) — f(x
iy £ (@0 +1v) — f(2o)

t—0 t
existe decimos que f tiene derivada direccional en xg, en la direccién v. A este limite se lo anota
usualmente como D f(xg,v) o %(mo). Un caso particular de derivada direccional son las derivadas
parciales.

Proposicién 1.11. Si f: A C R” — R es una funcién diferenciable, A abierto y g € A entonces
f tiene derivadas direccionales bien definidas en cualquier direccién unitaria v y

D) =y P12,

i=1

Demostracion. Definamos g : R — R por

g(t) = f(zo + tv)
entonces, por la definicién de derivada tenemos que

g(t) —g(0)  f(zo +tv) — f(=o)

/ 17 _ / _ *
g/(0) = i 2090 t = 4(0) = Df(wo.v) *
Por otra parte, g(t) = f(x) con = (xg1 + tv1,...,Zon + tv,) v aplicando la regla de la cadena se
obtiene
" 0f(x) Oz; "L 0f(x)
!/
t) = = i
g(t) ;axi ot ;83@0

para t = 0 se obtiene

1= 1=

De (*) y (**) se concluye

Df(wo,w) =3 L@,

"
i=1 Oz;

y utilizando la notacién del gradiente nos queda

Df(xo,v) = Vf(zo) - v

La siguiente proposicién nos sirve para fijar ideas y resume lo que ya se ha expuesto.

Proposicién 1.12. Sea f : A C R? — R, con A abierto y (0,0) € A, una funcién continua
y con derivadas parciales discontinuas en (0,0). Podemos dar las siguientes propiedades, de fdcil
verificacién, que no son conclusivas sobre la diferenciabilidad de la funcién f en (0, 0):
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1. Derivadas parciales continuas en (0,0) = diferenciabilidad en (0, 0).

No nos sirve para concluir diferenciabilidad, pues las derivadas parciales no son continuas.
Tampoco nos sirve para mostrar que no es diferenciable, pues se trata de una condicién
suficiente para diferenciabilidad, no de una condicién necesaria.

2. Diferenciabilidad en (0,0) = las derivadas parciales existen en (0, 0).

No nos sirve para probar que la funcién no es diferenciable, pues las derivadas parciales
existen en todos los puntos. Tampoco sirve para probar diferenciabilidad, ya que es una
propiedad que caracteriza una condicién necesaria y no suficiente para diferenciabilidad.

Una propiedad conclusiva sobre la diferenciabilidad es la siguiente: Si f es diferenciable en (0,0)
entonces f tiene derivadas direccionales bien definidas en (0,0). Si se tiene alguna direccién, por
ejemplo v = (1,0), en la que la derivada direccional no estd bien definida entonces la funcién no
es diferenciable en (0, 0).

Ejemplo 1.29. Consideremos la funcién
flx,y) = a2y?
La funcién es continua en (0,0) ya que si (Zn,y,) — (0,0) se tiene

| (@nyn) — F(0,0)] = [a%]]y=] — 0

entonces
lim f(xnayn) = f(oa 0)

n—oo

como la sucesion es arbitraria,

fz,y) = £(0,0)

lim
(z,y)—(0,0)
y se concluye que f es continua en (0,0).

Para la continuidad de las derivadas parciales consideremos lo siguiente: Sea v = (v1,v2) tal que

lv]| = 1, entonces
f[(0,0) + tv] — £(0,0) 1 1

P 2 2
= V1 V3

Df[(0,0);v] = lim

t—0 t

En particular, evaluando en v = (1,0) y v = (0, 1) se obtienen respectivamente

of . af
%(070) =0 Yy @(070) =0

De acuerdo al teorema 1.11, si f es diferenciable en (0,0) se esperaria que para toda direccién
unitaria v
Df1(0,0);v] =Vf(0,0)-v=0

sin embargo, la derivada direccional obtenida nos dice que en la direccién v = (%, %) (nétese
,0).

que ||v]| = 1) se obtiene Df[(0,0);v] = % lo que indica que f no es diferenciable en (0

El significado geométrico de la derivada direccional lo podemos ver en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.30. Encontrar la derivada direccional D, f(z,y) de f(x,y) = 23 — 3zy + 4y? si v es el

vector unitario dado por el dngulo a@ = 7 /4. ;Cuél es el valor de D, f(1,2)?

Solucion. A partir de D, f(x,y) = fz cos(a) + f, sen(a) se obtiene

+ (—3x + 8y) = [3(z% — ) + 5y]

V2

Sl

Dy f(z,y) = (32° — 3y) %

Luego evaluamos en (zg,y0) = (1,2)

Dyf(1,2) =5v2

La derivada direccional D, f(1,2) representa la razén de cambio en la direccién de v. Esta es la
pendiente de la de la recta tangente a la curva de interseccién de la superficie z = 23 — 3zy + 4y?
y el plano vertical que pasa por (1,2,0) en la direccién de v como se ilustra en el siguiente grafico
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Figura 1.3: Interpretacién geométrica de la derivada direccional

Df(xg,v) corresponde a la derivada de la restriccién de f a la recta

L:x=x5+tv

En el caso en que f es diferenciable en @y entonces la derivada direccional existe en cualquier

direccion y se puede calcular como:

Df(xg,v) = Vf(xg) v

Notemos que hemos considerado v unitario. Esto se hace para no distorsionar la escala espacial

entre f(xg) y f(zo + tv).

Ejemplo 1.31. Calcular la razén de cambio de la funcién f en la direccién v = (

el punto (1,0,0) para
flz,y,2) = a®e™¥?

1

\/77

w

4
w
W

)

vk

1
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Solucion. Como f es diferenciable, se pide calcular r = V f(1,0,0) - (1/v/3,1/+/3,1/+/3). Para ello
calculamos las derivadas parciales

of —yz
7 2xe

% = —g2zeV?
af _ 2 —yz
2 = rye

Evaluando obtenemos
2

V£(1,0,0) = (2,0,0)" = r = (2,0,0) - (1/v/3,1/V/3,1/V/3) -

S

El siguiente teorema nos muestra un importante aspecto geométrico del gradiente.
Teorema 1.24. Si V f(xg) # 0 entonces V f(xo) apunta en la direccion en la cual f crece mds

rapidamente.

Demostracion. Sea v vector unitario, entonces la razén de cambio de f en la direccién de v es
V(o) -v = [[Vf(zo)|lv] cost
= [[Vf(=o)| cosb

Donde 6 es el éngulo entre v y V f(xg). Este dngulo es méximo cuando v y V f(xg) son paralelos.
[ |

Otro aspecto geométrico importante del gradiente viene en el estudio de superficies. Sea F': A C
R™ — R una funcién diferenciable y consideremos el conjunto

S={xecR": F(x) =k}
Este conjunto es, en general, una superficie si n = 3 y una hipersuperficie si n > 3.

El vector VF(x() es ortogonal a la superficie en .

La idea geometrica es la siguiente: Supongamos que ¢ : R — R™ es una funcién diferenciable, es
decir es una curva suave en R". Supongamos ademas que ¢ estd sobre S es decir:

Fe(t) =k vt
Si ¢(tg) = @ entonces derivando y evaluando en xg
VF(%Q) . Cl(to) =0

' (tp) es una direccién tangente a la superficie, y como ¢ es una curva cualquiera VF(x) debe ser
ortogonal al plano tangente a la superficie.

Definicién 1.27. Sea F : A C R™ — R diferenciable. Si F(xg) = 0, VF(xg) # 0, se define el
plano tangente a S = {x € A: F(x) = 0} en xy como:

VF(xg) - (x—xp) =0
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Nota 1.13. Ciertamente, si F'(c(t)) = 0y c(tg) = xo entonces ¢ (tg) + o estd en el plano tangente.

Se puede demostrar que si una direccién v estd en el plano tangente, entonces existe ¢ tal que
x = (tp) + o Esta propiedad geométrica es muy importante y su demostracién la postergaremos
hasta que hayamos demostrado el teorema de la funcién implicita.

Ejemplo 1.32. Encontrar el plano tangente a la superficie
22 +1y?+22—-1=0en (1,0,0)

Solucion.
VF(1,0,0) = (2x,2y,22)|(170,0) = (2,0,0)

Entonces el plano tangente es
VF(1,0,0)- (z—1,y—0,2—0)=0

es decir,
rz=1

Ejemplo 1.33. Hallar un vector normal a la superficie definida por:
20132+ zlnx + yseny = 0
en (1,27,0).

Solucion. Ciertamente el punto (1,2m,0) estd en la superficie. Para encontrar un vector normal
derivamos .
VF(z,y,z) = (2y32 + Z,6xy%z + ycosy + seny, 2xy> + ln;v)
x

y evaluamos en (1,2m,0) para obtener
VF(1,2nr,0) = (0,27,2(21)%)
Como vimos, el gradiente VF(1,2m,0) = (0,2m,2(27)3) es normal a la superficie. O

1.7.1. Caso del grafo de una funcién

En el caso que f: A CR" — R, de la definicién 1.6 tenemos que el grafo de f corresponde a:

G(f) ={(z, f(x)):w e A} = {(z,2) : 2 = f(2)}

Si definimos
F(z,z) =2 - f(z)

entonces las dos definiciones de plano tangente que hemos dado son coherentes. En efecto:

Flm,z)= (-2 . -2 4
VE(@,z2) < Oxy’ 7 Oz’ >

Entonces el plano tangente queda determinado por
VF(x,z)((x,2) — (xo,20)) =0

es decir,

—Vf(xo)(x —xo)+ (2 —20) =0
osea, z = zg + Vf(xg)(x — xp). Notar bien que el vector (—V f(xg), 1) es ortogonal al grafo de f
en (zo, f(xo))
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Ejemplo 1.34. Encontrar el plano tangente al grafo de la funcién:
f(z,y,2,t) = xe¥" + cos 2t
en (3,0,0,3).
Solucidn. Tenemos que f(3,0,0,3) = 3+ 1 = 4. Ademds, derivando obtenemos
Vi(x,y,z,t) = (¥, xte’", —t sen(zt), wye?" — zsen(zt))

y evaluando
Vf(3,0,0,3) =(1,9,0,0)

En consecuencia el plano tangente es
w—4=1-(x—3)+9(y—0)+0(z—0)+0(t — 3)

y simplificando
w—4=x—-34+9y 6 Y+ —w=-1

Ejemplo 1.35. Hallar un vector unitario, normal a la superficie S dada por
z=a2% 4y +1

en (0,0,1).

Solucion. F = z — 2%y?> —y — 1 = 0 y sus derivadas parciales son

OF oF OF
—_— = —2 2 _ = —2 2 - 1 —~ = 1
Ox e Oy vy " 0z

Evaluando en (0,0,1) obtenemos VF(0,0,1) = (0,—1,1) y de aqui v = %(0,—1, 1) es normal
unitario. 0
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1.8. Ejercicios

Base algebraica y geométrica de R™
Ejercicio 1. Sean x,y € R"\ {0}.

1. Demuestre que |x - y| = ||x||||y]|| si y slo si existe un escalar A # 0 tal que y = Ax.
2. Deduzca que ||z + y|| = ||z|| + ||y|| implica que y = Az, con A > 0.

Ejercicio 2. Sean x,y, z € R". Demuestre que:

[z -zl _ llz—yl ly — |l
Ltle—z] 7 1+ fz -yl  1+]y— =

Ejercicio 3. Demostrar las siguientes identidades:
1. Identidad de Polarizacién:

]' n
zoy=(lz+yl* = llz —yl*) va,ycR™

2. Ley del paralelégramo:
Iz +yl* + llz = yl* = 2(|z[* + ly]*) Ve,y € R™
Ejercicio 4. Se define la distancia de un punto & € R™ a un conjunto A C R" como:
d = inf ||y —
a(z) = fnf ly — x|

Demostrar que fr(A) = {& € R" : dg(x) =0 A dae(x) =0}.
Ind: Sea A un conjunto no vacio y acotado, entonces si a = inf(A) se tiene que Ve > 0 Jx € A tal
que a+¢ > x.

Funciones con valores en R™
Ejercicio 5. Grafique:

1. Las superficies de nivel para la funcién de tres variables definida por f(z,y, z) = 22 +y? — 22.
2. Las curvas de nivel de la funcién f(z,y) = 2% — y2.

Las curvas de nivel de la funcién f(z,y) = 23 — 32y

Las curvas de nivel y el grafo de la funcién f(z,y) =z +y.

Las curvas de nivel y el grafo de la funcién f(z,y) = 2% + 4y°.

A S

El grafo de la funcién de dos variables definida por f(x,y) = 22 — y>.



40 1.8. EJERCICIOS

Ejercicio 6. Encuentre los conjuntos de nivel para las siguientes funciones (para los niveles que
se indican).

L f(z,y) =z +y para f(z,y) = 1.
2. f(z,y) = («® +y* + 1) — 42” para f(z,y) = 0.
3. f(z,y,2) = (xyz,xz +y) para f(z,y,z) = (0,1).

Ejercicio 7. Sea f definida por la siguiente férmula:

Flar, ) = {ﬁ (o1 20
0 si (w,22) =0

1. Encuentre el conjunto donde se puede definir f, es decir Dom/(f). Grafique.
2. Determine las curvas de nivel de f.

3. Determine si f es continua en (0,0).

Conceptos introductorios de topologia
Ejercicio 8. Sea A= {(z,y) eR?:0<z <2, 0<y<1}.

1. Calcule int(A),adh(A),der(A) y fr(4).
2. Deduzca que A es abierto.

Ejercicio 9. Sea B = {(z,y) e R?: 22 <y <z + 1}.

1. Calcule int(B), adh(B),der(B) y fr(B).
2. Deduzca que B es abierto.

Ejercicio 10. Sea C' = {(z,sen(z) + cos(z)) € R? : 0 < z < 27}.

1. Calcule int(C),adh(C),der(C) y fr(C).
2. Deduzca que C es cerrado.

Ejercicio 11. Sea D = {(1+ +,1— 25) : n € N\ {0}}.
1. Calcule int(D), adh(D),der(D) y fr(D).

2. Deduzca que D no es abierto ni cerrado.

Ejercicio 12. Sea E={(a+ 2,b+ LX) :m,n € Z, p,qg € N\ {0}}.

1. Calcule int(E), adh(FE),der(E) y fr(E).
2. Es E abierto?
3. Es E cerrado?
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Ejercicio 13. Demuestre las siguientes proposiciones:

1.
2.

A es abierto si y s6lo si int(A) = A.

A es cerrado sf y sélo si adh(A) = A.

Ejercicio 14.

o.
6.

. Demuestre que la unién cualquiera de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
. Demuestre que la interseccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
. Dé un ejemplo en que la interseccion infinita de conjuntos abiertos no sea un conjunto abierto.

. Demuestre que la interseccién cualquiera de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demuestre que la union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Dé un ejemplo en que la union infinita de conjuntos cerrados no sea un conjunto cerrado.

Ejercicio 15. Sean A, B subconjuntos de R™. Demostrar que:

=

. int(

. ACB =int(A) Cint(B) A adh(A) C adh(B).

. int(A) Uint(B) C int(A U B). Dé un ejemplo en que no se cumpla la inclusién inversa.
4)

B
Nint(B) = int(4 N B).

. adh(A) Uadh(B) = adh(A U B).
. adh(A N B) C adh(A) Nadh(B). Dé un ejemplo en que no se cumpla la inclusién inversa.
. int(A°) = (adh(A4))c.

adh(A°) = (int(A))°.

Ejercicio 16. Sea E = {(x,sen(1)) : £ > 0}. Demuestre que:

adh(E)=FEU{(0,y): -1 <y <1}.

Limites y continuidad

Ejercicio 17. Determine si las siguientes funciones admiten limite en los puntos que se indican

1.

2.

3.

22— y?

f(x,y) = 2zySerlz en (zo,40) = (0,0)
fla,y) = =HD=20 en (2, yo) = (0,0)
2

f(xay) = 932I:|y>y4 en (anyO) = (070)
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Ejercicio 18. Determine la existencia del limite de las siguientes funciones f : R* — R en (0,0):

2

Ty a:2+y2
1. Pyl D. |-T‘ z2—y2
22 —y? 2.2
Y
2. 2$y12+y2 6. |J3‘ 2 y2
3. - 7. ay?
x2+y? (22+y2)y /22 +y2
4. tan(z)—tan(y) 8. sen(zy)

cot(z)—cot(y) zy3

Ejercicio 19. Sea lim,_,,, f(z) = 3. Demuestre usando € — ¢ que

lim f3(z) =27

Tr—x0

Ejercicio 20. Demuestre la siguiente caracterizacién de funciones continuas en A:
f:A— R™ es continua en A si y sélo si la preimagen de todo abierto de R™ es la interseccién
de A con un abierto de R™.

Ejercicio 21. Determine los puntos crficos de la funcién
flz,y,2) =2 — 2z +yz — 3> +22°
En base a su resultado determine la continuidad de f.
Ejercicio 22. Sean f,g,h : R? — R tres funciones continuas. Se define la funcién F : R> — R por
F(z,y) = h(f(z,y),9(x,y))
Demuestre que F' es continua.

Ejercicio 23. Determine la continuidad de las siguientes funciones:

—= siz+y#0
L f(z,y) = {1“ . o
siz+y=0

2. f(z,y,2) = 23 In(a3y + 2) + sen(22 + 1)

Ejercicio 24. Para este ejercicio y el siguiente recordemos la siguiente propiedad: Sobre un e.v.n.
E una funcién f: E — R es continua en xg si

Ve>030>0|x—xol| <0=|f(x) = f(x)| <ee
Ve > 036 > 0B(x,6) C fH(B(f(xo,¢)))
Sea L : R™ — R™ una funcién lineal. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. L es continua en todo punto de R".

2. L es continua en 0 € R™.

3. ||L(z)|| es acotada si x € B(0,1).
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Ejercicio 25. Sea L : F — R una funciéon lineal. Demuestre que las siguientes proposiciones son
equivalentes.

1. L es continua en F.
2. L es continua en 0 € F.

3. sup %: sup |Lx| < 400

X
x€E,x#£0 ] |zl <1

Ejercicio 26. Sea f : R™ — R™. Pruebe que las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. f es continua en todo punto de R".
2. (VA C R™ abierto) f~1(A) es abierto en R".
3. (VB C R™ cerrado) f~!(A) es cerrado en R™.

Indicacion. Para la segunda pruebe antes que f~1(A%) = f~1(A)C.

Diferenciabilidad de funciones de R” a R™
Ejercicio 27. Segun los teoremas vistos en la seccion 1.6 tenemos las siguientes implicaciones:

1. Derivadas parciales continuas en &g = f diferenciable en &y = f es continua en x.

2. f diferenciable en oy = existen todas las derivadas parciales en x.

Encontrar ejemplos donde se muestra que las reciprocas de a) y b) son falsas.
Ejercicio 28. Sea f : R” — R™ definida por f(x) = a + Az, donde @ € R" y A € M,,,xn(R).
Demuestre que:
1. f es continua en R".
2. f es diferenciable en todo © y Df(x) = A.
Ejercicio 29. Demuestre por definicién que f(z,y) = sen(z + y) es diferenciable en (0,0).

Ejercicio 30. Considere las funciones f : R x (—7/2,7/2) = R? y g : R; 4y x R — R? definidas
por:
f(u,v) = (ucos(v),u sen(v))

g(x,y) = (Va? + 12, artan(y/x))

1. Encontrar D(go f)(u,v) y D(f o g)(z,y).
2. Determinar si Dom(f) = Dom(go f), y si Dom(g) = Dom(go f).

Ejercicio 31. Encuentre la matriz Jacobiana de la funcién definida por

fla,y) = (ve?, 2? + ycos(z + y), tanh(wy))
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Ejercicio 32. Sea g: R?® — R? y f:R? — R? donde g(1,1,1) = (2, 3). Se tiene que

222
Df(2,3) = [ ; % ] y fogla,y,z) = { igy2z ]

En base a esto calcule %(1, 1,1).
y

Ejercicio 33. Sea f : R? — R definida por:

. i s

1. flz,y) = Tty S?m+y750 5. fla,y) = ngyryz si (z,y) # (0,0)
1 siz+y=20 0 si (z,y) = (0,0)
lz| _l=l : 2 1

2 Floy) =4 exp( yz) siy#0 6. f(z.y) = zy sen( y) sizy #0
0 siy=20 k sizy =

(@ )2 ‘~ 222 y

3. fz,y) = m siy#0 7. fla,y) = yz2+z2 si (z,y) # 0
! sty =0 k si () =
_wy® 3 _ ay®

L flay) =P SEEY S floy) = d7te S @Y #0.0)
0 Slxz_y 0 Sl( 7y):(070)

En cada uno de los casos:

1. Determine la continuidad de f y determine, en los casos que corresponda, las condiciones
sobre los parametros para que se cumpla la continuidad.

2. Determine la diferenciabilidad de f y determine, en los casos que corresponda, las condiciones
sobre los parametros para que se cumpla la diferenciabilidad. Calcule todas sus derivadas
parciales (si existen).

3. Determine la continuidad de las derivadas parciales.

4. Calcule las segundas derivadas de f en los casos que sea posible y en caso de que las derivadas
cruzadas no sean simétricas explique por qué.

Ejercicio 34. Sea S = {x € R? : ||z|| = 1}. Sea g : S — R una funcién continua tal que
9(1,0) = g(0,1) =0y g(—z) = —g(x),Vz € R?
Sea f :R? — R la funcién definida por

)= {nmng (1%1) sie#0
0 siz=0

1. Dado a € R? demuestre que la funcién h(t) = f(ta),t € R es diferenciable.

2. . Es f diferenciable en (0,0)?
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Ejercicio 35. Sea ¢ : R? — R? una funcién de clase C'(R?,R?), tal que sus componentes ¢, y @2

verifican

6, _ 001 00y 001

oy ar ¥ oz dy
Sea h : R? — R una funcién de clase C!(R?,R). Se define la funcién f : R? — R por f = ho ¢.
Demuestre que

(9 5(2,9), Vo1 (2,)) = o (6(2,9) - [Vr (. 0)

Ejercicio 36. Una funcién v = f(z,y) con segundas derivadas parciales continuas que satisfaga
la ecuacion de Laplace

&*u N *u 0
0x? = oy?
se llama funcién armonica. Determinar cuales de las siguientes funciones son armonicas.
1. u(z,y) = 2® — 3xy?
2. u(x,y) = sen(x) cosh(y)
3. u(z,y) = e®sen(y).
Ejercicio 37. Si g(z,y) = e**Y, f/(0) = (1,2), encontrar F’(0) donde

F(t)=g(f(t) (f:R=R*) vy  f(0)=(1,-1)

Ejercicio 38. Si f(z,y,z) = sen(z),F(t) = (cos(t),sen(t),t), encontrar ¢'(w) donde g(t) =
F(E@)).

Gradiente y geometria

Ejercicio 39. Sea f : R? — R continua y diferenciable. Sea Gy = {[(z,y), f(z,y)] : (z,y) €
Dom(f)} el grafo de f. Sea F : R3 — R tal que F(z,y,2) = 2z — f(z,y).
1. Muestre que Gy corresponde a un conjunto de nivel de F'.

2. Demuestre que VF = (—%, —g%, 1).

3. Encuentre el vector normal y el plano tangente a Gy cuando f(x,y) = x + ye” en el punto
(L,1).

Ejercicio 40. Encontrar el gradiente V f en cada uno de los siguientes casos.

1. f(z,y) =log,y 5. f(z,y,z) = (x — In(z), esen(v), Exd))
2. f(z,y) = 2% —y?sen(y) en (a,b
() (W) en fe.0) 6. fz,y,2) = (5" — 2%, 2yz® + 3y?, 3y*2?)
3. flz,y,2) =2 +y° — 2
4. f(z,y) = (e” cos(y), e” sen(y)) 7. f(z,y,2) = (2 + 9%, ayz, 2)



46 1.8. EJERCICIOS

Ejercicio 41. Encontrar la derivada direccional para las siguientes funciones en la direccién u que
se indica y en el punto a dado:

1. f(z,y,2) = zyz, v = (cos(a) sen(f), sen(a) sen(B), cos(8)) y a = (1,0,0).
2. f(z,y) = e®sen(y), u = (cos(w),sen(a)) y a = (1,0).
I

3. f(x,y,mz) = 2% + ye*, u direccién unitaria determinada por la recta tangente a la curva

g(t) = (3t2+t+1,25,t?) en g(0) y a = (1,1,0).

Ejercicio 42. Encuentre 3 casos en los que una funcién f : R? — R tenga derivadas direccionales
en un punto xg, sin ser diferenciable en xg.

Ejercicio 43. Sea f : R? — R la funcién definida por
Foy) = {(x2 +y?) sen (W) (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
1. Calcular V£(0,0).
2. Probar que f es diferenciable en (0, 0).
3. Probar que g—i y % no son continuas en (0, 0).

Ejercicio 44. Sean f y g funciones de R* — R. Suponer que f es diferenciable y V f(x) = g(z) - .
Mostrar que f es constante para las esferas centradas en el origen.

Ejercicio 45. Hallar la ecuacién para el plano tangente a cada superficie z = f(z,y) en el punto
indicado:

1. z2=a2%+y> — 6zy en (1,2,-3).

2. z = cos(x)sen(y) en (0,7/2,1)

Ejercicio 46. Calcular para los siguientes casos la direccién de mayor crecimiento en (1,1, 1).

L f(z,y,2) =2y +yz + x2
2. f(z,y,2) = m

Ejercicio 47. Sean f(z,y) = 22+4? y g(z,y) = e*¥. Determine los puntos (x,y) donde la derivada
direccional de f en la direcciéon de méximo crecimiento de g es igual a la derivada direccional de g
en la direccién de maximo crecimiento de f.

Ejercicio 48. Considere las funciones
J(a,y) = (ban(e +y),1+ay,e” ™)y glu,v,w) = sen(uv + 7w)

Sea h = go f. Calcule la ecuacién del plano tangente a h en (0,0, 0)



CAPITULO 2

Derivadas de Orden Superior

En este capitulo estudiaremos las segundas derivadas y derivadas enésimas de funciones de varias
variables para luego extendernos con una generalizacién de la aproximaciéon de Taylor. Ambos
conceptos nos permitirdn ver de forma introductoria la convexidad de funciones y criterios de
primer y segundo orden para la optimizacién con y sin restricciones.

2.1. Derivadas de orden superior y teorema de Taylor

Sea f: A CR"™ — R una funcién diferenciable en A, entonces

of
8%1'

tACR" =R

define una funcién. Como tal esta funcién puede tener derivadas parciales y también ser diferen-
ciable. Cuando % tiene derivada parcial con respecto a z; en xg, la anotamos como
i

0 of _ (’)2f
57]' (5:&) (o) = 0z ;0x; (o)
8%f

Ejemplo 2.1. Calcular 55y g%ﬁ si f(z,y) = In(z? +y?).

Solucion.
of _ 2@
or a2+ 2
Entonces
ﬁ 22 4 y?) —22(2x)  y? —a?
o2 - (:1:2 +y2)2 - (:132 +y2)2
y
Pf o —2x(2y)

oydxr  (x2 +y2)2
También podemos calcular

0% f B —2y(2x)

0xdy (w2 +y2)2

47
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2 2
Notemos que en este caso 8‘1 gy = 8{; 8’;. Esto no es sélo coincidencia como veremos mas adelante.

Ademsds, podemos observar que la funcion f satisface

2L
oz Oy
Por esta razon f se dice armoénica. La combinacion
*f  f
Nf=—5+—
! Ox? * oy?
se conoce como el Laplaciano de f. O

Definicién 2.1. Se define el laplaciano de f : R™ — R como:

Para © = (z1,...,1,) € R™.

Recordemos que f se dice de clase C! en un dominio A si f es diferenciable en A y todas sus
derivadas parciales son continuas en A.

Definicién 2.2. f se dird dos veces diferenciables en x( si f es diferenciable en una vecindad de
x( vy todas sus derivadas parciales son diferenciables en . f se diré de clase C? en A si todas sus
segundas derivadas parciales son continuas en A.

Es facil extender estas definiciones a 6rdenes superiores.

A continuacién veremos uno de los resultados méas importantes de esta seccién que dice relacién
con la posibilidad de intercambiar el orden de las derivadas

Teorema 2.1. (Teorema de Schwarz)
Sea f: ACR"™ — R una funcion dos veces diferenciable en A. Si las sequndas derivadas parciales
son continuas en xg € A entonces:

> f 9%f .
9,00, ) = guiom, () VBI=Lon

Demostracion. Una pequena reflexion lleva a concluir que basta estudiar el caso en que n = 2.
Dado zg = (zo1,202) € Ay h = (h1,ha) € R?, ||h|| < r, definimos F : B(0,7) — R de la siguiente
forma

F(hy,h2) = [f(xo1 + h1, %02 + h2) — f(zo1 + h1,202)] — [f (o1, o2 + h2) — f(zo1, Z02)]

Notemos que F' queda bien definida para r pequetio. Sea g(t) = f(t, zo2+h2)— f(t, zo2). Entonces g
es diferenciable y por el teorema del valor medio (teorema 1.23) existe h} tal que |h}| < |h1| < ||k
Yy

F(h1,he) = g(zo1 + h1) — g(zo1) = ¢'(zo1 + b)) 1

calulando ¢’ y evaluando, se obtiene que

0 0
F(hi,hy) = afi(xm+h/17$02+h2)—%(%1-&-%@02) ha
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Sea ahora g(t) = %(mm +hY,t). Entonces g es diferenciable y nuevamente por el teorema del valor
medio se tiene que existe hf tal que |hh| < |he| < ||h| y ademads:

F(h1,h2) = (§(wo2 + h2) — §(x02)) 1 = §' (w02 + hy)haha
Calculando ¢’ y evaluando se obtiene que

F(hi,ho) 0% f
hth - 8y3x

(o1 + hY, o2 + hy)

Pero uno también puede escribir F' de la siguiente manera
F(hlv h2) =
[f(zo1 + h1, o2 + ha) — f(zo1, o2 + h2)] — [f (w01 + h1,Z02) — f(To1, T02)]
y podemos repetir las mismas aplicaciones del teorema del valor medio para probar que

F(hi ho)  2f
h1h2 B 8x6y

(zo1 + hY, zo2 + hy)

con |hY| < |h1| y |hy] < |he|. Por lo tanto

0? 0?
ng(%m + hY, g + hy) = a?afy(l‘m + hY, o2 + hy)
y finalmente, haciendo hy — 0 y hy — 0, por la continuidad de las derivadas parciales se obtiene
que
0% f
dxdy

_
- Oyox

(x0) (x0)

Ejemplo 2.2. El siguiente ejemplo nos muestra que las derivadas cruzadas pueden ser distintas
cuando no se cumplen las hipétesis del teorema. Consideremos la funcién

T 12— 2 .
W) i (2,y) # (0,0)

[l y) = {0 si (x,y) = (0,0)

En todo punto (x,y) # (0,0) derivamos directamente y se obtiene

af

40 40202 ot
(mvy):y(x +4z7y" — )
Ox

(JZ‘Q + y2)2

en (z,y) = (0,0) calculamos por definicién la derivada parcial

g(0,0) _ i {0 = [(0,0)

ox z—0 T =0

Por lo tanto, tenemos que

of _ [MELEES) i (2,y) # (0,0)
0z |0 si (2,y) = (0,0)
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Y calculando por definicién nuevamente, se obtiene que

5

2 9L(0,y) — 3L(0,0 %
O (0,0) = 1 2209 — 200 _ (o Tor
8y8x y—0 Yy y—=0 Yy

Por otro lado, y de manera analoga, se tiene que

ozt —Ag?y? —o .
of _ [t sy
Ay

RN

(0,0)
0 s (z,y) = (0,0)
y de aqui se obtiene que
0% f
0zxdy

(0,0) =1

Es decir,
0% f 0% f
; 0,0
8x8y( )7 6y8x( )
., Coémo se interpreta esto a la luz del teorema? Estudiemos la continuidad de las derivadas cruzadas,
para (z,y) # (0,0) derivando directamente se obtiene que

0% f
Oyox

26 + 9zdy? — 9x2yt — F
(22 + )3

(x,y) =

Tomemos una sucesién de la forma (z,,0) — (0,0) y notemos que

82f l‘nﬁ 82f
lim —— =lim —=1#-1=
om0 Oyox (2, 0) 30 1,0 7 Ayox (0.0)
por lo tanto la funcién ;;—BJ; es discontinua en (0,0) O

Corolario 2.1. Sea f: A CR"™ — R una funcién de clase C* con k € N. Entonces:

orf B o f
&rilé)miQ e sz-k o 8%(11)6:50(12) e 8$G(ik)

Donde iy,i9, ... €{1,...,n} yo:{1,...,n} = {1,...,n} es una permutacidn cualquiera.

Demostracion. Basta aplicar el teorema de intercambio de derivadas reiterativamente. |

Ahora que ya conocemos las derivadas de mayor orden y sus principales propiedades estamos
preparados para estudiar los desarrollos de Taylor en varias variables. Recordemos el caso de una
variable, en el cual vamos a basar nuestro argumento para varias variables.

Teorema 2.2. (Teorema de Taylor de 1" orden)
Sea f : (a,b) = R derivable en zq € (a,b) entonces es posible obtener una expresion equivalente a
f(z) dada por

f(x) = f(z0) + f'(20)(x — w0) + Ri(wo, 2 — o)

donde el término Ryi(xo,x — xg) se denomina resto y satisface

i Tl00: = 0)
T—x0 |z — x0]

que ademds puede ser descrito en términos de una integral si f es una funcién C2.
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Demostracion. Notemos que definiendo

Ri(zo,x — w0) = f(x) = f(z0) — f'(w0) (2 — wo)
Por definicién de f/(zp) se obtiene que

lim Ri(wo, 2 — w0) — lim f(x) = f(z0) — f'(w0)(x — w0)

=0
T—Tg |5U — 1:0‘ T—To |ZE - 1?0‘

Ahora, del 2% teorema fundamental del célculo (teorema 1.9) tenemos

x

f@@) = flzo) = [ f(t)dt

Zo

entonces .

fl@) = fxo)+ [ f(t)dt

Zo

Si suponemos que f es de clase C2, integrando por partes (u = f'(t),v =t — ) obtenemos

£@) = F(o0) + fan)(o = 20) + [ (o= 0)f" O
zo
Asi obtenemos la expresién integral para R, dada por

Ru(,20) = /z(x _ () dt

0

En general, si f es k veces derivable en xg, entonces

f(x) = f(xo) + f'(wo)(x —x0) + ... + %f(k)(l“o)(x — 20)" + Ri(x, 0)

y el resto satisface
R
lim L@ 70)
T—rxo ‘Jj‘ — 1‘0|

=0

Si se supone ademés que f es de clase C**! en una vecindad de xg, integrando por partes reitera-
tivamente se obtiene la expresién integral para Ry dada por

Rk($7$0> _ /m (x;i!t)kf(k+l)(t)dt

Luego, si consideramos

M= max B+ ()| para 0 < 6 < |z
e @) p ||

se tiene que

Tx—t)k M
|Ri(z,20)| < M / ( o ) dt‘ =7 | — @o|*

k+1)!

zo

Nota 2.1. De lo anterior se deduce que todo polinomio es de clase C*°, es decir, es infinitamente
diferenciable y sus enésimas derivadas parciales son continuas.
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Cuando f : A C R®™ — R también podemos establecer un teorema de Taylor. Notamos que en
caso que f tome valores en R™ lo que diremos se aplica a cada una de las funciones coordenada.
Comenzamos con una definicion.

Definicién 2.3. Sea f: A C R™ — R dos veces diferenciable en xg € A. Se define entonces la
matriz Hessiana de f en &y como

& 02
Té(w(ﬁ e azla‘in (:EO)
Hf(wo) = . . :
62 82
Tondir (o) - gk (o)

Nota 2.2. Notamos que, por el teorema 2.1, si f es de clase C? en una vecindad de xy entonces
la matriz Hessiana de f en x( es simétrica.

Teorema 2.3. (Teorema de Taylor de 2%° orden)
Sea f: ACR" — R una funcién de clase C3. Entonces

f(xo+h) = f(zo) + Vf(zo)h + %hTHf(wo)h + Ra(xo, h)

donde el resto Ry(xg, h) tiene una expresion integral y |Ra(xo, h)| < M||h|®. Asi que en particular

lim 2(%0 )

A eE 0

Nota 2.3. Se puede demostrar que si f es de clase C? entonces también se tiene que

lim RQ(an h’)

=0
T

aunque la expresion integral del resto no se tiene necesariamente.

Demostracion. Utilizando la regla de la cadena tenemos

d "9
7/ (@o+th) = Df(xo + th)h = ; 6;2

(:B() + th)hZ

e integrando entre 0 y 1

n 1
i=1 ¢

Utilizando nuevamente la regla de la cadena obtenemos para u = %:(330 + th)h;

du _ S~ 0%
dt e 6%8:102

(zo + th)hjh;

Integrando por partes, considerando u como arribay v =¢ — 1

J

f(zo+h) = fx )+ia—f(m )hz+zn:zn:/1(1t) 0’ (o + th)h;h;dt
0 0 ot 8301 0)1tg 0 8:51890 0 i1y

i=1 j=1
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que es un resultado correspondiente a la férmula de Taylor de primer orden (teorema 2.2)

n

f(xo+h) Z (xo, h)
Integraremos nuevamente por partes, con v = —(t —1)2/2 y u = %(IBO + th)h;hj. Notemos
que
du " *f
— th)h;hjh

Z 895;9856]8% (o + th)hih;hy

Por lo tanto obtenemos
" of 1 0%f
f(:co—l—h):f(a:o)—f—; ;;23 o -(z0)hih; + Ra(wo, h)

donde el resto tiene la forma integral

(1-t?2 93f
2 (o, h ZZ Z / > Gunde T (zo + th)hihjhydt

=1 j=1 k=1

of3 : ‘o
Como Fordr; 0w SON continuas en xg, existe 6 > 0y M > 0 tal que

|h| <6 = L(w +th)| <M
Oz 0x;0x; 0 -
La constante M puede tomarse como
?f
M = i s
werlg’l(gziv}é,é) 833;68%63;% (il? ‘

Por lo que, para todo ¢ € [0, 1] tenemos

B

UL

Y finalmente

Ralon ) < 30503 sl = (v )

=1 j=1 k=1

Ejemplo 2.3. Encontrar la férmula de Taylor de orden 2 en torno a 2o = (0,0) para

f(z,y) = sen(z + 2y) + 2*

Solucién. Evaluamos f(0,0) = 0. Después calculamos las derivadas parciales

0 0
a—i(a?, y) =cos(x+2y)+2zy 8—5(:}3, y) = 2cos(z + 2y)
y evaluamos V f(0,0) = (1,2). Ahora calculamos las derivadas de segundo orden
0? 0? 0?
a—;; = —sen(z + 2y) + 2, aygm = —2sen(z+2y)y 8—;20 = —4sen(z + 2y)
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y evaluamos

0% f 0% f 0% f

—=(0,0) =2 0,0)=0y =—=(0,0) =0

500/ =2. S (0.0) =0y 40,0
Considerando h = (hq, h2) tenemos finalmente

1 2 0 hy
f(.’I}0+h) = f(hth):f(070)+(172)(h17h2)+§<h17h2) 00 ho + R
= hy + 2ha + kT + R2((0,0), h)
O

Continuando con este ejemplo, sabemos que la funcién Py(hi, he) = hy + 2ho + h% aproxima a
f(h1,hs) al segundo orden, en el sentido que W = 0. Pero uno podria hacer una pregunta

mas especifica: Si ||h|| < 1/4 ;Qué error se comete por cambiar f y P»? Tenemos la férmula integral
del resto o error

2 2 2 1 (1 . t)2 agf
Ry(hha) =33 Z/O T Ty, (0 + th)hihshidt.

e (L= tig)?
Ro(hy, he) = ZZZ 5 8xk8xj8xi (zo +tijkh)hihjhk,

de donde podemos hacer nuestra estimacién. En nuestro caso calculemos las terceras derivadas

o? >
8735]; = — cos(,r + 2y) , Tyf = -8 COS(.Z“ + Qy)
X 0
8x8fy2 =4 cos(q} + 2y) , aya£2 =-2 COS(Z‘ + Qy)

Luego, notando que |cos(z + 2y)| < 1 para cualquiera que sea el punto (z,y) = zo + tijxh, que
(1 —t;j)? < 1 para cualquier t;; € [0,1], y que |h;| < ||h| para i = 1,2. Se obtiene que

|Ra(hi, ha)|

IN

1
§(h§ +3-2hThy + 3 - 4h1h3 + 8h3)

IN

1 . 27
5(1 +6+1248)||h|° = 3llh\|‘°’

Asi, si ||h|| < 1/4 entonces |Ra(h1, ho)| < 27/(2-43)

2.2. Extremos de funciones con valores reales

2.2.1. Condiciones de primer orden

Dentro de los puntos que pertenecen al dominio de la funcién, aquellos en donde esta alcanza
un minimo o un méaximo revisten un especial interés por su importancia en muchos problemas
practicos.
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Definicién 2.4. Sea f: A C R®™ — R con A un subconjunto abierto de R™. Un punto xg € A se
dird minimo (méximo) local de f si existe una vecindad V' de x( tal que

f(@) = f(®o) Ve e V. (resp. f(x) < f(20))

Un punto se dird extremo local si es un minimo o un méximo local. Un punto xg se dira critico de
f st Df(xo) =0. Un punto critico que no es extremo se dird punto silla.

Teorema 2.4. Sea f : A = R diferenciable, con A un subconjunto abierto de R™ y xy € A un
extremo local, entonces V f(xg) = 0.

Demostracion. Si f tiene un minimo local &g definamos la funcién de una variable
g(t) = f(zo +th)

donde h € R™ es un punto cualquiera. Se tiene que g tiene un minimo local en ¢ = 0 pues
g(t) = f(mo +th) = f(w0) = g (0)
y por tanto ¢’(0) = 0 lo que es equivalente a

y como esto es para cualquier h € R™, necesariamente V f(xg) = 0. [ |

Observemos que V f(xp) = 0 es equivalente a:

af of of
— =0, — =0,..., — =0
0z, (zo) ' Oy (zo) »" B (zo)
en otras palabras, los puntos criticos de f satisfacen el sistema de ecuaciones
Df(x)=0

Este es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, pero en general no es un sistema lineal.

Ejemplo 2.4. Busque los puntos criticos de la siguiente funcion y clasifiquelos:
fla,y) = 2%y + e

Solucion. El sistema de ecuaciones que se obtiene es:

of

=9 20
o Ty +y
0
—f=2xy+a:2:O
dy

de donde se tiene

yx+y)=0 = y=0Vy=-—-2z
z2y+2)=0 = z=0Vzr=-2y

de la primera relacién vemos que los puntos criticos deben ser de la forma (a,0), a € R o
(b,—2b), b € R mientras que de la segunda relacién se observa que los puntos criticos deben
ser de la forma (0,¢), ¢ € R o (—2d,d), d € R. Como se tienen que cumplir ambas relaciones a la
vez concluimos que el tnico punto critico es (0,0). Por otro lado, notemos que en la recta y = z
la funcién vale f(x,z) = 223 que toma valores positivos y negativos, como f(0,0) = 0, concluimos
que (0,0) no es ni mdximo ni minimo local, por lo tanto es un punto silla. O
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2.2.2. Condiciones de segundo orden

Veamos ahora condiciones necesarias de 29° orden equivalentes a las vistas en el caso de funciones
de una variable, es decir, f”(z) > 0 para minimo y f”(z) < 0 para mdximo, y también condiciones
suficientes equivalentes a las del caso de una variable, osea f”(x) > 0 para minimo y f”(z) <0
para maximo.

Definicién 2.5. Sea A un subconjunto abierto de R" y f : A C R™ — R una funcién con derivadas
de 29° orden

P1 ()
é)xi(’)xj 0
en xg. El Hessiano de f en x( es la funcién cuadrética definida por
1 < 9%f
H d) == d;d
f(wo)( ) 9 A= 3xi6xj (CBO) J

Otra forma de escribir la expresion anterior es

H (o) (d) = 5 Hd

donde

f(xo) Pf(mo) 9%f(mo) 9% f(m0)
Ox? Ox10xTo Ox10x3 T O0x10xy,

*f(®o) I*f(mo) I’ f(mo) 9 f (o)

Ox20Ty, 8&:% Ox20x3 e Ox20x,

H =
% f(®o) 9*f(mo) 9*f(wmo) 9 f (o)
Ox,0x1 Ox,0xo 0x,0x3 T ox2

Ya habiamos introducido la matriz H, que se denomina matriz Hessiana de la funcién f. Recorde-
mos que cuando f es de clase C' esta matriz es simétrica ya que
0% f _ 0% f
8.’&81&' o 6%8:51

Antes de dar el criterio de 29° orden, recordemos algunos elementos de &lgebra lineal.

Si A es una matriz simétrica, entonces A es diagonalizable, es decir, existe una matriz P tal que

A= PDPT (2.1)
donde P es una matriz invertible (ortogonal) y D es una matriz diagonal, es decir:
pP'p=1
donde I es la matriz identidad y
A0 0
0 A 0
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De (2.1) tenemos que
AP =PD

y esta ecuacién por columnas es
Api = A\ipi

donde p; representa la i-ésima columna de P. Los \; son los valores propios de la matriz A mientras
que los p; son los vectores propios correspondientes a dichos valores propios.

Una matriz A se dice definida positiva si
T Az >0V #0
Si ademaés es simétrica, usando la diagonalizacién vista anteriormente, tenemos que
' PDPTax >0V #0

o sea (haciendo PTx = y)
yI'Dy>0vYy #0

:>ZAiyf>0Vy7éO
y de aqui se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Una matriz A es definida positiva si y solo si los valores propios de A son positivos.
Demostracion. Haremos la demostracion en dos partes. Sean

1. A es definida positiva (” Az > 0, Va # 0).

2. Los valores propios de A son positivos.

(1) = (2):
Sea A un valor propio de A e y # 0 un vector propio correspondiente al valor propio A. Entonces

0<yTAy=y"(O\y) = y=Ay[> = A>0

(2) = (1):
Suponiendo que A es simétrica entonces A = PDPT  donde las columnas de P son una base
ortonormal del vectores propios y D es la diagonal de los valores propios respectivos. De esta
forma

2T Az = 2" PDPTx = (PTx)' DPTx
entonces definiendo z = PTx se tendrd que en términos de estas nuevas variables la forma cuadriti-

ca queda
2T Ax = 2" Dz = Alzf +...+ )\nzi >0

dado que los valores propios son positivos. La tnica forma de que la forma cuadratica sea nula es
con z; = ... =z, = 0, es decir z = 0, pero entonces P2 =0 = x = 0 (se debe tener presente
que P~t = PT). [

Corolario 2.2. Si A es definida positiva entonces eziste ¢ > 0 tal que
T Az > c|z||” V& e R"

donde, c =min{\; :i=1,....,n}.
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Demostracion.
x! Az = Z \iy?
>min{\ :i=1,..,n} |yl
—c||P"a
=cx’ PPTx | recordemos que PPT = PTP =1

2
= c|lz]

También se habla de matriz semi-definida positiva cuando se satisface

T Az > 0V € R
Teorema 2.6. Una matriz A es semi-definida positiva si y solo si los valores propios de A son
positivos o nulos.

Nota 2.4. De forma andloga a las definiciones de matrices definidas y semi-definidas positivas,
haciendo los cambios de desigualdad correspondientes, se obtienen las definiciones de matrices
definidas y semi-definidas negativas.

Existen muchos criterios para determinar si una matriz es definida positiva o no, uno de los usados
por su facil comprobacién es el siguiente: Una matriz B cuadrada (n X n) es definida positiva si
y solo si todas las submatrices cuadradas a lo largo de la diagonal tienen determinantes positivos.
Para el caso de las matrices definidas negativas los signos de los determinantes deben alternarse,
comenzando con negativo.

De esta forma, cuando la matriz es semi-definida positiva se tiene que
|H;| >0Vie{l,...,5}
mientras que cuando la matriz es semi-definida negativa se tiene que |H;| < 0,|Hz| > 0, ... tal que
(=)' H;| >0Vie{l,...,5}

Ejemplo 2.5. Para el caso de una funcién de tres variables los determinantes de las tres subma-
trices del Hessiano corresponden a

Pf(@)  Pf) Of(x)
92 f () 9% f(a) 0x? dx10xy  Ox10x3
ox2 Ox1 0
|Hy| = tz) |Ha| = N o Hy| = | 2i@ i@  2f@)
ax% 02 (@) 0% f(x) Ox20x1 O Ox2013
pJ 522
20T ox3 92 f (z) 52 f () 02§ (x)
0x3071 Ox30xo 89%

Teorema 2.7. (Condiciones necesarias de 29° orden)

Sea f: ACR"™ — R con A un subconjunto abierto de R™ y f de clase C?. Si xy es un minimo local
de [ entonces la matriz H f (o) es semidefinida positiva. Si xg es un mdximo local de f, entonces
Hf(xo) es semidefinida negativa.

Demostracion. Sea h € R™ cualquiera, si &y es un minimo local entonces usando la condicién
necesaria de primer orden (teorema 2.4) y el teorema de Taylor de orden 2 (teorema 2.3) se tiene
para todo t € R

F@o + th) — f(ao) = %t2hTHf(:c0)h + Ro(xo, th)
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Luego, por la propiedad que satisface el resto se tiene que

. f(zo+th) — f(zo) . 3thR"Hf(zo)h
11m = llm —_—
=0 |[th|[? =0 |[th|[?

El limite de la izquierda es positivo pues &g es minimo local de f mientras que la expresion de la
derecha no depende de t y es igual a
T
%h Hf(xo)h
[|R[[?

Esta cantidad es positiva si y sélo si hTH f(xg)h > 0. Como h es arbitrario, concluimos que
H f(x0) es semidefinida positiva.

Para terminar la demostraciéon notemos que xy es maximo local de f si y sélo si xy es un minimo
local de —f. Luego, la matriz Hessiana de —f, que es igual a —H f(xg), es semidefinida positiva,
lo cual es equivalente a que H f(xg) sea semidefinida negativa. [

Teorema 2.8. (Condiciones suficientes de 29° orden)
Sea f: ACR" — R con A un subconjunto abierto de R™ y f de clase C?. Sea &y € A un punto
critico de f.

1. Si Hf(xg) es definida positiva entonces &y es un minimo local de f.

2. Si Hf(xo) es definida negativa entonces xqy es un mdximo local de f.

Demostracion. Demostremos solamente la primera parte, la otra se demuestra de forma similar.

Si @ es punto critico, entonces usando el teorema de Taylor de orden 2 (teorema 2.3) se tiene que:
f(@o+d) — f(mo) = Hf(x0)(d) + Ro(x0, d)
donde Rs(xo,d) — 0 cuando d — 0.
Como H f(xp) es definida positiva entonces existe ¢ > 0 tal que
Hf(xo)(d) > c||d||* vd € R"

y como R2”(;”‘r2’d) — 0 cuando d — 0, existe § > 0 tal que si 0 < ||d|| < § entonces

| Ra (o, d)| < c||d]]?

y por tanto
flao +d) = f(wo) > c|ld]* - c||d]|* =0

para todo 0 < ||d|| < ¢, lo que implica que xg es un minimo local. |

Ejemplo 2.6. Encuentre los puntos criticos de la siguiente funcién y clasifiquelos.

f(z,y) =In(z® + 4>+ 1)

Solucion.
of 1
= O = = =0
Ox ac2—|—y2—&—1JE *
0 1
! Y= = y=0

S - 9
oy  22+y*+1
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y por tanto el tinico punto critico es (z,y) = (0,0). Veamos ahora la matriz Hessiana de la funcién
f evaluada en este punto:

0% f —x? 42 +2
Frol B ewanrel B
€T (0,0) (.’1? +y + 1) (0,0)
0% f —4xy
prr el B
oy (0,0) (l’ +y° + ].) (0,0)
0% f 2 —y?+2
;1 ey B
) (0,0) (l‘ +y° + 1) 0,0)
es decir, la matriz Hessiana queda:
2 0
n=(0%)
la cual es trivialmente definida positiva y por tanto el punto (0,0) es un minimo local de f. O

Ejemplo 2.7. Dada la funcién f(x,y) = y — 422 + 32y — y?, podemos saber si la funcién presenta
un maximo o un minimo a partir de la Matriz Hessiana.

Solucion.
0f@.y) _ g0y 3, OF@y) _y 43, 9y
oz Jy
0f(x,y) _ ¢ Ply)
ox? Oy?
Pflxy) _, Pf(x,y) _,
Oyox 0x0dy
Luego,
-8 3
(3 %)
Se tiene que las submatrices corresponden a
-8 3
Hi|=-8<0 |H|=|7, ° |=16-9=7>0

As, se tiene que la matriz Hessiana es constante para todos los puntos. Al ver los signos de los
determinantes de las submatrices, se observa que estos son alternados y que |Hi| es negativo.
Luego, la matriz Hessiana es definida negativa y todo punto critico de f serd un méximo. O

2.3. Funciones convexas

Motivacién: La familia de funciones convexas a valores reales corresponde a una familia mucho
md&s amplia que la de funciones lineales. Lo que nos interesa es caracterizar esta familia, en especial
el caso de las funciones convexas diferenciables, y presentar condiciones necesarias y suficientes para
que un determinado elemento de un espacio vectorial normado sea el minimo de la funcién convexa
sobre algin conjunto. La caracterizacion que haremos de las funciones convexas es extensible a las
funciones concavas.
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Definicién 2.6. Una funcién f: D C R"™ — R, con D convexo, es convexa, si
[z + (1 =Ny) <Af(x)+(1-Nfly) Ve,yeD, VAe0,1]
Definicién 2.7. Una funcién f: D C R™ — R, con D convexo, es estrictamente convexa si

fOx+ (1 =Ny) < Af(x)+ 1 =Nf(y) Ve,y e D VA e (0,1)

De manera mas intuitiva, una funcion f es convexa si el segmento que une dos puntos pertenecientes
al grafo de la funcién se ubica por sobre el grafo.

Determinar la convexidad de una funcién por medio de esta definicién resulta complicado por lo
que recurriremos a algunos criterios de diferenciabilidad cuando estos son aplicables.

Nota 2.5. Para que esta definicién tenga sentido necesitamos que el dominio de la funcién sea un
conjunto convexo. Esto es importante porque la definicion que presentamos requiere que, para dos
puntos cualesquiera x e y en el dominio de la funcién, las combinaciones convexas de x e y, es
decir los puntos de la forma Af(x) + (1 — A) f(y), estén en el dominio de la funcién, lo que ocurre
si el dominio es un conjunto convexo. A partir de ahora, cada vez que nos refiramos a una funcién
f: D CR" — R convexa entenderemos que D es igual a todo el espacio vectorial R™, que es
convexo, o si es s6lo una parte de R™, D serd un subconjunto convexo de R”.

Definicién 2.8. El hipografo de una funcién corresponde a todos los puntos situados bajo el grafo
de la funcién y queda definido por el conjunto

E={(x,c):xeD,ceR, f(x)>c}

Definicién 2.9. El epigrafo de una funcién corresponde a todos los puntos situados sobre el grafo
de la funcién y queda definido por el conjunto

E={(xz,c):x € D,ceR, f(zx)<c}

El epigrafo de una funcién nos permite relacionar funciones convexas con conjuntos convexos.

f(x)

A

grafo(f)
epi(f)

hip(f)

xT

>

Figura 2.1: Epigrafo, hipografo y grafo de una funcién

A partir de la definicién 2.9 podemos obtener otro criterio de convexidad.

Teorema 2.9. f: D CR™ = R es convexa si y solo si el epigrafo de f es convexo en R*1. Esto
es, Yo,y € R, ¢1,co € R tales que (x,¢1), (y,c2) € epi(f) se tiene que

Az, 1) + (1= A)(y, c2) € epi(f)



62 2.3. FUNCIONES CONVEXAS

Demostracion.
(=): Supongamos que f: D C R™ — R es una funcién convexa, entonces debemos demostrar que
epi(f) es convexo. Sean x,y € D, ¢1,c2 € R tales que (x,¢1), (y, c2) € epi(f), es decir:

fl@)<e, fly) <e (*)
Sea A € [0, 1] cualquiera, por definicién de convexidad tenemos que:
fQz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1 -A)f(y)
Usando (*), se obtiene que
fOz+ (1= Ny) < Aer+ (1= Aeo
Lo que es equivalente a
A+ (1 =Ny, Aer + (1= Nea) = Az, c1) + (1 — N)(y, c2) € epi(f)
Concluimos que epi(f) es convexo.

(«): Supongamos que epi(f) es convexo, entonces debemos demostrar que f : D C R" — R es
convexa. Sean ¢,y € D y notemos que (x, f(x)), (y, f(y)) € epi(f). Como epi(f) es convexo, para
todo A € [0, 1] el punto A(z, f(x))+ (1 —A)(y, f(y)) pertenece a epi(f). Esto dltimo es equivalente

) (e + (1= Ny M (@) + (1~ N)f(w) € epilf)
= fQz+(1-Ny) <Af(z)+(1-N)f(y)
Por lo tanto concluimos que f es convexa. |

Teorema 2.10. Sea f: D C R"™ — R una funcion convexa. Entonces todo minimo local de f en
A es minimo global de f en D.

Demostracion. Sea xy un minimo local de f en D y supongamos que &y no es minimo global de
f, es decir, existe € D tal que f(x) < f(xp). Como D es convexo se tiene que

YAE(0,1)  (1—Nzo+ \zeD
Por lo tanto, en el segmento que tne  y o se cumple:
f((A=Nzo+Ax) < (1=N)f(z0) + ()
< (I =A)f(mo) + Af(o)
= f(=o)

Esto genera una contradiccién pues en la medida que A — 0, se tendrd que (1 — A)xg + Az — xo.
Luego, como x( es minimo local y f es convexa, para A ~ 0 se debe cumplir que

f(xo) < f((1 = N)zo + Ax).
|

Teorema 2.11. Sea f: D C R™ — R una funcion diferenciable con D abierto y convezo. f es
convera (respectivamente estrictamente convexa) si y sélo si

f@)> fly) +Vfiy)  (x—y) Ve,yeD (resp. >) (2.2)
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Demostracion.
(=): Supongamos que f es convexa, entonces

fOz+(1-Ny) < AM(@)+(1-Nf(y) Va,yeD, Ac[0,1]
= fy+ Mz —y) < AM@)+1-Nf(y) Ve,yeD, Ae(0,1]

fly+ M ;\ y) - f(y) < flx) - fly) Va,y € D, X €]0,1]

Aplicando limite cuando A — 0%
Vi) - (z—-y) < flx) - fly)

= [f(®)=>fy) +Vi(y) - (x-y)

(<):Sean xz,y € D, z=Xx+ (1 — Ny y X € [0,1]. Supongamos que f cumple (2.2), entonces
M(@) 2 Mf(2) + Vf(z) - (z - 2))
1=Nfy) =2 A =N(f(z)+Vf(z) (y—2)
Sumando las tltimas dos desigualdades se obtiene que
M)+ 1 =Nf(y) = f(2) +Vf(z)- Qz+ (1 - Ny - 2)
0

Es decir
f(z) S Af(m) + (1= A)f(y)
= [Qz+(1-Ny) <Af(z)+(1-N)f(y)
|

Teorema 2.12. Sea f: D C R™ — R una funcion diferenciable con D abierto y convezo. f es
convezxa (respectivamente estrictamente convexa) si y sélo si

(Vf®)—-Vf(y) (x—y)>0 Ve,y € D (resp. >) (2.3)

Demostracion.
(=): Supongamos que f es convexa. De acuerdo al teorema 2.10 se cumplen

fl@) = fy)+ Vi) (x-y)
fy) =z f®)+ Vi) (y—=)
Sumando estas desigualdades obtenemos
0=Vf(y) (x-y)+ Vi) (y—z)

= (Vf(®) =Vf(y) (x—-y) =0

(«<): Sean z,y € A. Definamos g : [0,1] — R como g(A) = f(y + Az — y)). Como g es derivable
obtenemos ¢'(A\) = Vf(y + Mz —y)) - (x — y).
Supongamos que se cumple (2.3), entonces para todo A € (0,1)

9N =g'0)=(Vfly+Az-y) - VIiyY) (z-y)

500 =40 = (Vg + Mo - ) - Vi) - (LAY

g (A\) —4'(0)>0
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Aplicando el teorema del valor medio (teorema 1.23) a g, existe A € (0,1) tal que

g9(1) = g(0) =g'(N) - 1

Pero ¢'(A) > ¢'(0), luego
9(1) = 9(0) = ¢'(0)

Reemplazando, se obtiene que
f@) = fly) 2 ViQy) - (x-y)
f@) = fy)+ Vi) (x—y)
Usando el teorema 2.9 concluimos que f es convexa. |

Teorema 2.13. Sea f: D CR"™ — R de clase C* con D abierto y convexo. f es conveza (respecti-
vamente estrictamente conveza) en D siy sdlo si H f(x) es semi-definida positiva (respectivamente
definida positiva) para todo x € D.

Demostracion.
(=): Supongamos que f es convexa. Sean € D, h € R"\ {0} cualesquiera y definamos g : [0,¢] —
R, para valores de A tal que  + Ah € D, como g(A\) = Vf(x + \h) - h. Como g es derivable se
obtiene

g (\) =hTHf(z + \h)h

debemos demostrar que

Del teorema 2.11 tenemos que
9(A) = g(0) = (Vf(z+ Ah) = Vf(z))-h
— V(e + ) - V1@

>0

x+A\h—x
A

Por lo tanto se tiene que ¢’(0) = h” H f(x)h > 0. Como h es arbitrario, se concluye que H f(x) es
semi-definida positiva.
(«<): Sean @,y € D cualesqueria, por el teorema 2.3 se tiene que

fle)=fy)+Viy)(x-y) + %(w ~y) Hf(y)(z —y) + Ra(y, = — y)
Luego, si H f(y) es semi-definida positiva se obtiene

f(x) = f(y) = Viy)(z-y) - Re(y,z—y) >0

de acuerdo al teorema 2.10 esta ultima desigualdad verifica que f es convexa. |

La convexidad local es una condicién necesaria para la existencia de minimos locales de funciones
y la convexidad estricta es una condicién suficiente para la existencia de un minimo global. Para
una funcién f: D C R™ — R diferenciable el teorema 2.13 nos asegura provee un criterio tutil para
determinar la convexidad de una funciéon cuando esta es diferenciable.
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Ejemplo 2.8. —In(z) con x € R4 (x > 0) es convexa. En efecto, mediante la diferenciabilidad
2
de la funcién podemos garantizar que es convexa ya que % = %2 >0 Vz > 0.

Ejemplo 2.9. Las funciones en R:

1. ax + b de R en R con cualquier a,b € R
2. exp(ax) de R en R con cualquier @ € R
3. 2°de Ry en Ry cona>1

4. |z|* de Ren Ry con o >1
Las funciones en R2:

1.a"z+bdeR?en Rcona € R, beR
2. A(axy + faz)? de R en R con A,a,>0y p>1

3. 29y de RZ en R con o + 8 > 1

Las normas en R™ y toda funcién f(x) = a”z + b con a,r € R" y b € R son funciones convexas.

2.4. Funciones cOncavas

Definicién 2.10. Una funcion f: D C R"® — R, con D abierto y convexo, es concava (respectiva-
mente estrictamente céncava) si la funcién — f es convexa (respectivamente estrictamente convexa).
De esta forma, f es céncava (resp. estrictamente céncava) si

fOz+ (1 =Ny) 2 Af(x)+ (1 -Nf(y) Ve,yeD, VAe(0,1)

Alternativamente, una funcién es céncava si su hipografo es convexo, esto es Ve, y € R™, ¢1,c0 € R
tales que (x,c1), (y,c2) € hip(f) se tiene que

Az, f(®)) + (1 = N)(y, f(y)) € hip(f)

Nota 2.6. Seguimos suponiendo que el dominio de la funcién es convexo por las mismas razones
consideradas para las funciones convexas. Son tres hechos completamente distintos pero relacio-
nados: la convexidad del dominio, la concavidad de la funcién y la convexidad del hipografo en el
caso de las funciones concavas.

De la definicién presentada tenemos que todo lo expuesto sobre funciones convexas es valido cam-
biando f por —f. Asi, en los teoremas 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 y 2.13 nos basta con reemplazar minimo
por mdximo, invertir las desigualdades, cambiar convexo por céncavo, (semi) definida positiva por
(semi) definida negativa y cambiar epigrafo por hipografo para obtener el caso céncavo.

La concavidad es una condicién necesaria para la existencia de méaximos locales de funciones y
la concavidad estricta es una condicién suficiente para la existencia un maximo global. Para una
funcién f: D C R™ — R el teorema 2.13 nos provee un criterio 1til para determinar la concavidad
de una funcién cuando esta es diferenciable.
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2.5. Extremos restringidos y Multiplicadores de Lagrange

Motivacién: Veremos intuitivamente el caso en que aparecen restricciones en un problema de
maximizacién o minimizacién. Retomaremos esto méas adelante pero es conveniente tener al menos
la nocién de como afrontar estos problemas. Las demostraciones detalladas las veremos en el
capitulo final para seguir con temas tanto o mas importantes.

Teorema 2.14. Sea f: A C R™ — R una funcion continua y A un conjunto cerrado y acotado.
Entonces [ alcanza su minimo y su mdximo en A, es decir, existen xg,x1 € A tales que:

f(®o) < f(x) < f(z1) V@ €A

Demostracion. Para el caso del minimo, sea

m = if f(z)

s s ; . Ny k—

por definicién del infimo, sabemos que existe una sucesién {xx} C A tal que f(zx) ——b m
Demostremos que esta sucesiéon, por estar contenida en A, tiene una subsucesién convergente. En
efecto, como A es acotado, existe K > 0 tal que ||z|| < K V& € A, luego, para todo k € N se
cumple que ||xg|| < K. Tomemos ahora la sucesion real de las primeras coordenadas, es decir para
todo k € N definimos {y} }yen por

1.1
Y = Ty,
Notemos que |yi| < ||zk|| < K, por lo tanto y;, es acotada y posee una subsucesién convergente

j — 00 . . s .z .z

y,ij EiniaN yl. A continuacién tomemos la sucesién de las segundas coordenadas de la subsucesién

definida por los indices anteriores, es decir para todo j € N definimos {y?}jeN por

2 _ .2
Yj = Tg;

Notemos que [y3| < [|z;|] < K, por lo que 37 es acotada y posee una subsucesion convergente
=0 . T . . VT . l—o0
yjzl =, 42, ademds, como los indices kj, estdn contenidos en los indices k; se tiene que y,ﬁj —
Il
y'. Es decir,
1 l—o00 1
Ty —Y
)

2 l—o0 2
i ——y
)

Repitiendo este proceso hasta la tdltima coordenada, obtendremos que existe una subsucesion tal
que cada coordenada de {x} es convergente, es decir

1 1—00 1

O equivalentemente
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Como A es cerrado, necesariamente y € A y como f es continua, se tiene que

lim f(zy,) = f(y) =m

i—00
Por lo tanto m > —oco y en el punto y se alcanza el infimo de f en A. Luego,

fly) < f(x) VeeA

La demostracién para el caso del méaximo es analoga. |

2.5.1. Condiciones de 1¢" orden para extremos restringidos

Teorema 2.15. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange, forma geométrica)
Sean f: ACR" >R yg: ACR" = R funciones diferenciables. Sea &g € A tal que g(xg) =c¢, y
sea S el conjunto de nivel para g con valor c, es decir

S={xeAd:g(x)=c}

Supongamos que Vg(xo) # 0 y que f|g (f restringida a S) tiene un minimo (o mdximo) local en
S en xq, es decir, xy es una solucidn del problema:

mwin f(x) é m;ix f(x)
s.a glx)=c s.a glx)=c

entonces existe un valor A € R, llamado multiplicador de Lagrange, tal que (2o, \) es minimo (o
maximo) local de la funcion Lagrangeano:

Lz, A) = f(z) — Mg(z) —¢)
sobre la cual podemos aplicar la condicion de primer orden y obtener que A satisface

Vf(zo) = A\Vg(zo)

Demostracion. Supongamos que xg es solucién del problema de minimizacién (el otro caso es
similar) y sea
S={xecAd:g(x)=c}

Como Vg(xg) # 0, entonces este vector es normal a la superficie S, por otro lado, el plano tangente
a S en x( se caracteriza como
m: Vg(ao)" - (x —a0) =0

0 equivalentemente

7={0'(0):0:R— A, o(t) € SVt, 0(0) =z}

Entonces, siendo &y un minimo de f, la funcién ¢ — f(o(t)) tiene un minimo en 0 para cada o,
por tanto
V(@) -0'(0)=0

es decir, Vf(xg) es ortogonal al plano tangente o lo que es lo mismo, paralelo al vector Vg(xg).
Por lo tanto, existe un real A tal que

Vf((L'o) = )\Vg(il:())
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Observemos que la funcién Lagrangeano consta de n+ 1 variables (el multiplicador es una variable
més) y que el teorema provee una condicién necesaria que es equivalente a que el siguiente sistema
tenga solucion:

of

6—%(1‘1, oy ) = )\a—xl(xh ey L)
V f(wo) = AVg(x0) :
— of g (2.4)
1,y Ty) =C = ===
g9(21 ) axn(xl,...,xn) )\axn(x17...7xn)
g(xz1,...,zn) =c

Corolario 2.3. Si f al restringirse a una superficie S, tiene un mdximo o un minimo en Xy,
entonces V f(xg) es perpendicular a S en xy.

Ejemplo 2.10. Sea S C R? la recta que pasa por el punto (—1,0) y tiene una inclinacién de 45°
y sea f:R? — R tal que (x,y) — 22 + 2. Hallar los puntos extremos de f sobre la recta S.

Solucion. Veamos que S se puede escribir como
S={(w.y):y-v-1=0}

y denotemos por (xg,yo) el posible candidato a ser punto extremo. En este caso g(z,y) = y—x—1,
¢ = 0. De esta forma, el Lagrangeano del problema corresponde a

L(l’,y,)\) :£E2 +y2 _)‘(y_x_ 1)
a partir del cual, aplicando el sistema Lagrangeano (2.4) se obtiene

2$0:—/\
2y = A =
Yo =g+ 1

o = —Yo . o — —1/2
Yo =g + 1 Yo =1/2

Es decir, el extremo de f es (zo,y0) = (—%, 3) y el valor del multiplicador de lagrange es A = 1. O

El siguiente contraejemplo resulta interesante:
Ejemplo 2.11. Consideremos el problema

min Ty + To
r1,T2

sa 2x1—3r2=0

Observemos que V f(z1,22) = (1,1) vy Vg(z1,22) = (2,—3). Entonces, no existe A € R tal que el
sistema que define las condiciones de primer orden del Lagrangeano tenga solucion. Esto ocurre
pues el problema original no tiene solucion.

En general, para poder determinar si los puntos extremos son minimos locales, maximos o pun-
tos sillas debemos analizar el comportamiento de la 29% derivada o usar otros argumentos, como
veremos mas adelante.

Supongamos ahora que tenemos k restricciones de igualdad, es decir

S={xeR":g1(x1,....,xs) =0,...,gk(x1,....,2,,) =0}
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y el problema de optimizacién es:
min f(x 6 max f(x
in f(2) ix () 05
xelsS resS
donde f,g; : R* = R, ¢ € {1,...,k} son funciones diferenciables.
Entonces el teorema de los multiplicadores de Lagrange se extiende de la siguiente forma:

Teorema 2.16. Si los problemas (2.5) tienen un minimo o mdximo local g, es decir, existe una
vecindad V' de xqg tal que:

f@) = flxo) Ve e VNS (6 f(z) < flxo))
entonces existen k nimeros reales (multiplicadores) A1, ..., A\, tales que:
Vi(xo) =M Vagi(xo) + ...+ M Vgr(zo)
siempre que los vectores Vg1 (xg), . .., Vagr(xo) sean linealmente independientes.

Ejemplo 2.12. Encontrar el mdximo valor de f(z,y, z) = £+ 2y+3z en la curva de la interseccién
del plano  — y + z = 1 y la circunferencia z2? + 32 = 1.

Solucion. Sabemos que el problema tiene solucién pues se quiere maximizar una funcién continua
sobre un conjunto compacto. Para encontrarla debemos plantear el Lagrangeano del problema, el
cual corresponde a

L(z,y, 2, M, A) =2+ 2y + 32 — M(z —y+2—1) — Aa(2® + 4> = 1)

Aplicando el sistema lagrangeano (2.4) obtenemos

1 =X +2X\xg

2 = —\; + 2Xay0 59 = —2yo ro = +2/1/29
3=\ = wo—Yot+z=1 = yo=F5/V29
To—yo+z0=1 xp+yp =1 20 =1F7/V29
d+yi=1

Es decir, f presenta dos extremos que son

2 =5 7
(5517111,21) - <297 Eal - 29)

(x 29) = _—2314-1
2,Y2,22) = 297297 29

mientras que los valores de los multiplicadores de Lagrange son A\; = 3 y A2 = Fv/29/2. Evaluando
la funcién objetivo en estos dos puntos notamos que el primero corresponde al minimo y el segundo
al méaximo. g

2.5.2. Condiciones de 2% orden para extremos restringidos

Consideremos el siguiente problema:

mml’n flzy, ... zp) 6 rn;éx flz1, ... x,)

sa  gi(zy,...,z,) =c sa  gi(x1,...,xn)=c Vie{l,... k}

donde f, g; son funciones diferenciables.
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Nota 2.7. En lo que sigue denotaremos I = {1,...,k}.

Por el teorema anterior sabemos que si {Vg;(x1,...,7,)} son Li. entonces existe A € R¥ tal que:
Vi@, .oxn) = MNVg(z1, ..., 2)
donde g(x1,...,xn) = (g1(21, sy Tn )y -vy gre (1, ...,xn))T, es decir
VL(x1,...,@n,A) =0

donde L representa el Lagrangeano del problema (2.6).

De los puntos criticos para el Lagrangeano, més las restricciones, obtenemos posibles candidatos a
minimos o maximos locales:

VL(x)=0
=0

gi(x) Viel

En el caso sin restricciones, el criterio para determinar de que tipo eran los posibles extremos
era analizando la matriz Hessiana de la funcién objetivo, en dependencia de si esta era definida
negativa o positiva, entonces se tenia un maximo o un minimo respectivamente.

Un criterio similar se tiene para el caso de un problema con restricciones, sin embargo no serd ne-
cesario que el Hessiano, en este caso el del Lagrangeano, sea definido positivo o negativo para cada
direccién d, en realidad bastara que lo sea en un cierto conjunto que denominaremos conjunto de
direcciones criticas y lo definiremos como:

K(x)={d€eR":Vg;(xog)-d=0Viel, Vf(xy)- -d<0}
cuando el problema es de minimizacién y

K(z)={deR":Vyg(xyg)-d=0Viel, Vf(xy)- -d>0}
cuando es de maximizacién.
Teorema 2.17. Sea xg € S = {x: gi(x) = 0 Vi € I}. Supongamos que

{Vgi(zo), ..., Vgr(mo)}
es linealmente independiente, entonces existe A € R* tal que
VL(xg,A) =0

Si ademds se tiene que
d"H,L(xo,\)d >0 Vd € K(x), d#0

entonces &g es un minimo local de (2.6). Mientras que si se tiene
d" (H,L(zo,\)d <0Vd c K(z), d#0

entonces o es un mdximo local de (2.6).
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Por razones pedagdgicas, la demostracién de este teorema no se hara hasta el capitulo 5 a fin de
seguir con contenidos que son tanto o mas importantes en el curso y hacerla cuando hayamos visto
con detalle el teorema de los multiplicadores de Lagrange.

Hay que tener presente que en el teorema el hessiano del Lagrangeano es solo con respecto a «, es
decir

o°L o°L 9°L
Tz%(wo’ )\) Ox10xo (wo’ )\) T 0x10x, ([EO, >\) 82L n
H, (. ) = , ; S ~ | o
2 2 2 i J i,j=1
aigml (130, )‘) arang/xg (wOa )‘) e gxé (a'ﬁo, )\)
Ejemplo 2.13. En el ejemplo (2.10), diga si el punto (zg,y0) = (f%, %) es un maiximo o un
minimo.

Solucion. Para esto, construyamos primeramente el Lagrangeano del problema:

L(.’E,y,)\) :$2+y2—)\(y—$—1)

Recordemos que el multiplicador de lagrange era A = 1, por tanto, el Hessiano del Lagrangeano
queda:

2 0
HwL(x07y0a)‘) = ( 0 2 )

el cual es definido positivo para todo d, en particular para las direcciones del conjunto de direcciones

criticas y por tanto el punto (x,yo) = (f%, %) es un minimo. O

Ejemplo 2.14. Optimice el valor de la funcién f(z,y) = x sobre el conjunto de puntos (x,y) tales
que 22 4 2y = 3.

Solucion. El Lagrangeano para este problema queda de la siguiente forma:
L,y \) = 7 — Aa? + 2 — 3)

a partir del cual, aplicando el sistema lagrangeano (2.4) se obtiene

122/\1‘0

4= Ayo

23 +2y2 =3
0= 4o = z3 +2 20:3
3+ 2y2 =3 0 Yo

y por tanto, los posibles candidatos a extremos (A no puede ser cero) son:

(1,91, 1) = (\/é,o, 2;5)

($2,y2,A2):(_\/§)O7_2\1/§>

por otro lado se tiene que:

-2\ 0
HwL(-T7y7/\) = ( 0 _4)\)
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es decir, para

(21,91, A1) = (\/370,2\1/3)

H,L(x1,y1,\1) es definida negativa y por tanto (z1,y1) = (v/3,0) es un méximo local mientras
que para

(22,12, Ag) = (\/§,0,2\1/§>

H,L(x2,12, X2) es definida positiva y por lo tanto (z2,%2) = (—v/3,0) es un minimo local. O
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2.6. Ejercicios

Derivadas superiores y teorema de Taylor

Ejercicio 1. Sea f(u,v,w) una funcién con derivadas parciales continuas de orden 1y 2, y sea
9(z,y) = f(x +y,x — y,zy). Calcule gzz + gyy en términos de derivadas de f(u,v,w).

Ejercicio 2. Considere la funcion f(z,y) = 23y + sen(z%y) y verifique que

orf oYy
0x02ydr  0%y0%x

Ejercicio 3. Encuentre una funcién f : R> — R continua tal que | ‘}im f(x) =0y que no posea
x||—+o0
maximo global.

Ejercicio 4. Sea u(x,y) una funcién con derivadas parciales continuas de orden 2 y considere la
funcién v(s,t) = u(e® cos(t), e® sen(t)). Demuestre que

v v g (Pu  Du
92 "oz ¢\ T a2

Ejercicio 5. Considere la funcion u : R**! — R, definida como

ult,@) = (Bt)" exp (W)

t

Muestre que u verifica la ecuacion de difusion:

%(t7 x) = k*Au(t, x)

Para k > 0 y el laplaciano calculado sin considerar la derivada con respecto a t, si 'y sélo si a« = ﬁ,
v = —3 y B cualquiera.

Ejercicio 6. Una funcién f : R” — R se dice homogénea de grado m si:

fltx)=t"f(z) VteR VzeR"

1. Demuestre que si f es de clase C! y homogénea de grado m entonces las derivadas parciales
de f son homogéneas de grado m — 1.

2. Demuestre que si f es de clase C! entonces para todo z € R™ se cumple:
mf(z) = Vf(x).
3. Demuestre que si f es de clase C? entonces para todo € R" se cumple:

m(m —1)f(z) = 2" Hf(z)x.
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Ejercicio 7. Demostrar que si f es de clase C? entonces
f(xo+h) = f(xo) + Vf(zo)h + 1/2hH f(xo)h” + Ry(xo, h)

donde R h
tim R2(@0:h) _
r—o ||k

Ejercicio 8. Una funcién u = f(x,y) con segundas derivadas parciales continuas que satisfaga la

ecuacién de Laplace

% N Pu

022 oy?

se llama funcién armonica. Determinar cuales de las siguientes funciones son armonicas.

Au 0

1. u(x,y) = 2® — 3zy?
2. u(x,y) = sen(x) cosh(y)
3. u(z,y) = e*seny

Ejercicio 9. Sea f : R? — R. Para cada z defina g, : R — R, g.(y) = f(z,y). Suponga que para
cada z existe un unico y tal que g, (y) = 0. Si se denota por ¢(z) a tal punto y y se supone que la
funcién c es diferenciable demostrar:

1. Si %(m,y) # 0 para todo (x,y) entonces:

o) - _ B ele)
Gt (@, o))

2. Si /(x) = 0, entonces existe un g tal que
0*f
0yox

Ejercicio 10. Considere la funcién f : R? — R definida por:

0
(.9) =0y a—zm,m ~0

Hy) = x? arctan(y/z) — y? arctan(z/y)  si (x,y) # (0,0)
Y o si (2,9) = (0,0)
1. Calcule f(z,0) y f(0,y) para z # 0,y # 0 respectivamente.
2. Para (z,y) # (0,0), determine V f(x,y) y H¢(z,y). (Es H¢(x,y) matriz simétrica?.
o f o f
= ? Justifique.
910y (0,0) Dy (0,0)? Justifique

4. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en torno a (0,0).

3. iSe cumple que

Ejercicio 11. Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en torno a (%, 1) de la funcién definida
por
f(z,y) = sen(zy) + cos(zy) + 2(x + y)
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Ejercicio 12. Calcular la expansién de Taylor de segundo orden de las funciones siguientes en los
puntos senalados, y calcule una vecindad en torno al punto tal que la aproximacién tenga un error
de a lo més 1072.

L f(z,y,2) = (z* + 22y + y*)e* en {(1,2,0),(3,2,5)}.
2. f(w,y,2) = (2° + 322y + %)™ en {(0,0,0),(3,2,3)}.
3. f(x1, e, w3, 24) = log(cos(x1 + x2 — 3 — 4)) en (0,0,0,0).

Ejercicio 13. Encuentre la aproximacién de primer orden P (z,y, z) y la aproximacién de segundo
orden Py(z,y, z) para la funcién
f(x,yv Z) = ze? + Ze2y

en torno al punto (xo, Yo, 20) = (0,0,0). Encuentre una vecindad en torno al origen que garantice
un error de a lo més 1073,

Ejercicio 14. Sea f : R™ — R de clase C*°. Pruebe que en general no se tiene que la serie de
Taylor de f converge a f. Para esto considere como contraejemplo la funcién f : R — R definida

por
1
e 22 six<0
) =
f(@) {O six >0
Pruebe que es C* y estudie su serie de Taylor en torno a cero.

Ejercicio 15. Escribir la férmula general de Taylor de orden 3.

Extremos de funciones con valores reales

Ejercicio 16. Sea f : R™ — R una funcién continua. Pruebe que sobre todo conjunto compacto
f alcanza un minimo y un maéaximo.
Ejercicio 17. Sea f: R™ — R una funcién continua que satisface lim  f(x) = co. Pruebe que

|l —+o0
f posee un minimo global.

Ejercicio 18. Sea f : R” — R una funcién continua que satisface | ‘}im f(®) =0y f(xzg) >0
x||—+o0

para algun xy € R™. Pruebe que f posee un méximo global.

Ejercicio 19. Sea f(z,y) = (az? + by2)e_(7‘2+y2), con a,b > 0. Calcule todos los maximos y
minimos globales de f.

Indicacidn. Analice los casos a = b,a <by a>b.

Ejercicio 20. Calcular los extremos relativos y los puntos silla para las funciones

1. cos(x) cosh(y) donde cosh(z) = Z(e* +e~?).
2. fl@) =Y 1"y llz —y'||* donde z € R" e y* € R™, i € {1,...,m}.
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Funciones cdéncavas y convexas

Ejercicio 21. Dados d € R?\ {0} y € > 0, se llama cono de Bishop-Phelps al conjunto
K(d,e) = {z e R’ : ¢||d||||z] < (z,d)}

Demuestre que K (d,¢) es convexo para todo d € R?\ {0} y € > 0.

Ejercicio 22. Dados a,b € R? y v € [0, 1] se llama pétalo de Penot al conjunto

P,(a,b) = {z € R* : ylla — z|| + [z — b] < [[b - al}}
Demuestre que P,(d, ) es convexo para todo a,b € R? y v € [0, 1].

Ejercicio 23. Sea g : R™ — R una funcién convexa. Se define f(x) = exp[g(x)]. Demuestre que f
es convexa.

Extremos restringidos

Ejercicio 24. De un cartén de 20m? se va a construir una caja rectangular sin tapa. Determine
el maximo volumen de la caja utilizando multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 25. Determinar el paralelepipedo de lados paralelos a los ejes de coordenadas, y de
maximo volumen que cabe dentro del elipsoide

2 2 2

T z
72_"_?/7_’_7
a

b2 2 =1

Ejercicio 26. Para p, ¢, ntimeros racionales positivos, considere la funcién f(z,y, z) = 2Py9z" y
determine el mayor valor de f(z,y,2) cuandoz+y+z=a,z>0,y >0y z > 0.

Ejercicio 27. Determine todos los valores extremos de f(x,y) = 2% 4+ y? + z en la regién z2 +
y2+z2§1,z20.

Ejercicio 28. Encontrar los puntos de la esfera
322 +3y% + 322 =18
que estdn més lejos y més cerca del punto (3,1, —1) mediante multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 29. Encuentre el maximo valor de la funcién
T+ 2y + 3z

en la curva de la interseccién del plano 2z — y + z = 1 y el cilindro 2 + y?> = 1 mediante
multiplicadores de Lagrange.
Ejercicio 30. Sean p,q > 0. Encontrar el minimo de la funcién f : R? — R definida por

Pyl

p q

sujeto a x,y > 0 y xy = 1. Usar este resultado para deducir la siguiente desigualdad cuando
zlv + % =lyz,y>0



FCFM - Universidad de Chile 77

Ejercicio 31. Dada la funcién f : R® — R tal que f(x,y, z) = zy+ 2z, determine si existe minimos
y méximos globales de f en la regiéon A = {(z,y,2) € R® : 22 + y? —xy + 22 <1}. En caso de
existir, calculelos.

Ejercicio 32. Calcular los extremos y los puntos silla para las funciones

1. f(z,y,2) = 2% +y? + 22 tal que zy = 1.
2. flw,y,2) =22 +3y° + 222 — 2oy + 222 tal que x +y + 2 = 1.
Ejercicio 33. Resuelva el siguiente problema:
P

sa 22 4+y?=1

Ejercicio 34. Resuelva el siguiente problema:
min r+y+z
T,z
sa 224+9y2=2
r+z=1

Ejercicio 35. Resuelva el siguiente problema:
min llc—d|?
d
s.a Ad=0
donde ¢,d € R™", A € Myxn y m < n.

1. Encuentre una solucion dy para el problema, caractericela.
2. Determine las condiciones para que la solucién encontrada sea tnica.
3. Demuestre que dy satisface c-dg > 0, y que
c-dy>0 < INeR™ tal que AT =¢
Ejercicio 36. Sean a,b,c € R, . Considere la funcion
Flo,y.2) = atybze
Determine el mayor valor de f(z,y, z) mediante multiplicadores de Lagrange cuando

r+y+z=a , x,y,2>0

Ejercicio 37. Encuentre el minimo de la funcion
fla,y) = 2® + 2y

sujeto a la restricciéon
2?4y =2
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Ejercicio 38. Dona Paipa es una vendedora que tiene un carrito de sopaipillas a la entrada de
Beaucheff y desea maximizar sus utilidades (ingreso menos costos) de la venta diaria. Lo que se
sabe es:

1. La produccién de sopaipillas es representable por medio de la funcién f : R®> — R definida
por f(z,y,2) = /Tyz y (z,y, z) son los insumos aceite (z), masa (y) y gas (z).

2. Lo que interesa como horizonte de tiempo es la produccién de un dia. Cada dia se pueden
producir a lo mas 500 sopaipillas.

3. El costo de los insumos es 15, 20 y 35 pesos respectivamente. Cada sopaipilla se vende a 100
pesos.

En base a esta informacion:

1. Plantee el problema de optimizacién.

2. Resuelva utilizando multiplicadores de Lagrange para obtener la cantidad éptima que debe
vender.

3. Determine el margen de ganancia que tiene Dona Paipa luego de un dia de trabajo.

Ejercicio 39. Suponga que ahora Dona Paipa logra instalar un local de pizzas frente al edificio
CEC. Nuevamente, lo que le interesa es maximizar las utilidades de la venta diaria. La produccién
de pizzas es representable por medio de la funcién f : R?® — R definida por f(x,vy,2) = (2 +y? +
22 +w?)'/? y (2,9, 2,w) son los insumos masa (z), queso (y), otro ingrediente (z) y electricidad

(w).
Ahora los costos son distintos y todos los insumos tienen un costo unitario de 100 pesos. Cada
pizza se vende a 500 pesos y se pueden producir a lo mas 200 pizzas por dia.

En base a esta informaciéon plantee el problema de optimizacién y resuelva.

Ejercicio 40. La vinia Don Pachd produce tres tipos de vinos (Carménere, Cavernet Sauvignon y
Merlot). Por razones enolégicas que no son parte del apunte la produccién de cada vino viene dada
por combinaciones de capital (K) y mano de obra (L) representables por medio de las siguientes
funciones

1. Carmenere: f(K,L) = 0,8K%3L%7

2. Cavernet Sauvignon: f(K,L) = KL

3. Merlot: f(K,L) = (K2 4 L'/?)?
Si el costo de una unidad de capital es m y de una unidad mano de obra es n. Obtenga la demanda

por factores proveniente de la minimizacién de costos para cada caso, planteando el problema de
minimizacion general y resuelva utilizando multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 41. Considere la forma cuadratica

(i 2) ()

minimice su valor sujeto a la restriccion ||(z,y)|| = 1.
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Criterio de 29 orden para extremos restringidos
Ejercicio 42. Sea f: R?® — R definida por f(z,y, z) = In(zyz3)

1. Encuentre el valor méaximo de f sobre

{(@,y,2) eR®: 2?2 + 2+ 22 =5r%, >0, y >0, z >0}

INDICACION. Verifique que el hessiano del lagrangeano es definido positivo sobre dicho punto.

2. Usando lo anterior, muestre que para ntmeros reales positivos se cumple
a+b+c\’
e < (50)

Ejercicio 43. Sea Q € M, x,(R), b € R", ¢ € Ry sea f(x) = 27 Qx + b - x + c. Encuentre las
condiciones sobre ) para la existencia de maximos y minimos para f.

Ademsds, encuentre las mismas condiciones de la parte anterior pero bajo la restriccién

S

n

2.

=1

3|8,






CAPITULO 3

Integracion

Nos interesa extender la nocién de “drea bajo una curva”, formalizada por la integral de Riemann
en una variable, a la de “drea bajo una superficie” en R™. Luego estudiaremos las propiedades fun-
damentales de la integral de Riemann en varias variables. Finalmente veremos algunas aplicaciones
a problemas fisicos.

3.1. Integral de Riemann en R?

3.1.1. Definiciones
Definicién 3.1. R C R? es un rectdngulo si y sélo si R = [a1,b1] X [ag, b2] con ay,by,az,by € R.
El drea de un rectdngulo R = [a1,b1] X [ag, b2] se define como

V(R) = (b1 —a1)(b2 — a2)

Definicién 3.2. Para m € N, definimos la m-equiparticién del intervalo [a, b], con a,b € R, como

{[CO, alseseals .-y [em—1, cm]}
donde los puntos ¢; vienen dados por: ¢; = a + ib:n“, parai=0,...,m.
R
Ry Ry
CR, CR,
Rs Ry
CR3 CR,

Figura 3.1: 2-equiparticién y seleccién
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Definicién 3.3. Para m € N, definimos la m-equiparticién del rectdngulo R = [a1, b1] X [az, b2]
como P = {1 x Iy : I; € P;,;i = 1,2} donde P; es la m-equiparticién del intervalo [a;, b;] para
1 = 1,2. Denotaremos la m-equiparticién de R como P,,(R).

Definicién 3.4. Dado un rectangulo R C R? y m € N, decimos que (CP)Per(R) es una seleccion
(para P, (R)) si (VP € P,,(R)) se tiene cp € P.
Notar que cada elemento de una m-equiparticién es un rectdngulo y que una m-equiparticion es

finita, luego la siguiente definicién tiene sentido:

Definicién 3.5. Sea m € N, R C R? rectangulo, f : R — R y una seleccién (CP)Per(R)' Se
define la suma de Riemann asociada a f y (CP)Per(R) como:

S(f.(er)pernm) = D fler)V(P)

PePp,(R)

Definicién 3.6. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Decimos que f es Riemann integrable en R
siy sélo si (35 € R)(Ve > 0)(Img € N)(¥Ym > myg)

‘S (f, (CP)per(R)) - S‘ =

para cualquier seleccién (cp)pcp (R)"

S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota:

|1

La integral de f también se anota:

(@31

Figura 3.2: Suma de Riemann para la funcién f(z,y) = sen (£) para P4([1,5]?)

Ejemplo 3.1. Para R = [0, 1]?, no es integrable en R la funcién f : R — R dada por

1 si(2,y) €QxQ

f(m’y):{o i (2,9) £ Q% Q
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3.1.2. Propiedades basicas

Proposicién 3.1. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Si f es integrable en R entonces f es
acotada en R.

Demostracion. En efecto, sea e = 1, m = mg en la definicién de integrabilidad. Luego

‘S (f’ (CP)PEP,,L(R)> -S| <1

> flep)V(P) -S| <1

PeP,,(R)

S flen)V(P)| < 1+]S|

PePp(R)

y para un cierto Py € P, (R)

|flep)|V(Py) <1+ 5|+

> fenvi)

PePy, (R)\{Po}
> servir))

PePn(R)\{Po}

| f(ery)| < 1415+

all

Fijando los ¢cp, para P € P,,(R) \ {Fo} y notando que cp, es arbitrario en Py se concluye que f
es acotada en Py. Como ademds Py es arbitrario en P,,(R) se concluye que f es acotada en cada
P € P,,(R), luego f es acotada en R. n

La siguiente propiedad es andloga a la condicién de Cauchy para una sucesion, luego es 1til por
ejemplo para estudiar la integrabilidad de una funcién cuando no se conoce el valor de su integral.

Proposicién 3.2. Sea R C R? rectdngulo, f : R — R. Son equivalentes:

1. Ve > 0,3mp € N,Vk,m > mo,V(c’P)PePk(R) seleccion, V(cp)pep, () seleccion

’S (f7 (C/P)PePk(R)> -85 (f, (CP)Per(R))’ <e
2. f es integrable en R.

Demostracion.
(=): Fijemos ciertas selecciones (Cg)Per(Rw para cada m € N. Luego, por la hipétesis, la sucesion
(S (f, (c’}})Per(R))>meN resulta ser de Cauchy y converge a un cierto S € R. Sea € > 0. Sea
my > mg tal que (Vm > myg)

‘S (f> (Cg)Per(R)) - S‘ <e€

Sea m > mq y una seleccion (cp) pep (R) arbitraria. Asi, nuevamente con la hipétesis, resulta que
m

’S (fa (CP)PGP,,L(R)) o S’ < ’S (f’ (cP)Per(R)) -5 (f’ (Cgl)Perl)‘

+ (s (f, (c;’;l)PGPm) _ s(
< 2e
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(«<): Sea e > 0, sea mg € N tal que (Vm > my)

‘S (f, (CP)PGPm(R)) - S‘ <€

para toda eleccién de los (¢p) pep, (g)- Sean k, m = mq arbitrarios, sean (cp)pep, (r): (€p) pep, (r)
selecciones arbitrarias. Luego:

‘S (f» (CP)PEPW(R)> -5 (f» (C/P)PEP;C(R))‘ < ‘S (f» (CP)Per(R)> - S‘

+ ‘S -8 (fa (C/P)PEPk(R))’
< 2

El siguiente lema es una consecuencia de la proposicién 3.2 y nos da una condicién necesaria
y suficiente de integrabilidad maés fécil de verificar en varias de las propiedades que siguen. La
principal diferencia con la proposicién 3.2 es que en vez de comparar todos los pares de particiones,
compara pares de particiones que son una un refinamiento de la otra.

Lema 3.1. Sea R C R? rectdngulo, f : R — R. Son equivalentes

1. (Ve > 0)(3mo € N)(Vk € N)(Vm = mo)(V(cp) pep,, (r)- (C/P)PePkm(R) seleccidn)

S [~ fep)|VIQ) <<

PeP,,(R) QEPrm(R)
QCP

2. f es integrable en R.

Demostracion. Usaremos la proposicion 3.2 para sustituir la condicién f integrable en R.

(=): Sea € > 0. Por hipétesis

(Imo € N)(Vk € N)(Vm = mo)(Y(cp) pep,, (r) seleccion) (V(CIP)PGP;W,,(R) seleccién)

S ey - flen)VQ) <&

PEPm(R) QePkm(R)
Qcp

p . p - )
Sean k,m > my, sean (cp)pcp, (r)» (€p) pep, (r) Selecciones. Sea (€p)pep, (g seleccion. Luego:

‘S (f’ (CIQ)erkm(m) -5 (f’ (CP)PGPm(R))‘

:’ S HepV@ - > f(cp)V(P)'

QEPrm (R) PEPn(R)
1YY Hv@ - Y fer) X V(Q)‘
PeP,,(R) QEPrm (R) PeP,,(R) QEPim(R)

QCP QCP

< Y i) - Hern)|VQ)

PEPm(R) QEPknL(R)
Qcp

<e
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y analogamente

‘S (f’ (C/Q>Q€Pkm(R)) -5 (f7 (CSD)PEP,C(R))‘ <e
Asi

‘S (f, (cP)Pepm(R)) =) (f7 (CQD)PGP;C(R))‘
<[5 (- er)rernim) =8 (7 Edacrnim)]

+ ‘S (f:(cq)aepin(m) — S (f’ (C'P)PePk(m) ’
< 2e

(«): Sea e > 0. Por hipétesis, (Img € N)(Vk,m = mo)(V(cp) pe p, (g seleccion)(V(ep) pep, (r)
seleccién)

’S (f7 (C/P)PGP;C(R)) -5 (f, (CP)PEP,,L(R)N <e

Sean k € N, m > mo, sean (cp)pep, (r) (Cp) pep,, (r) Selecciones. Para P € Pp(R) definamos

¢f = argmax{f(cl) : Q € Pun(R),Q C P} U {f(cp)}, cp = argmin{f(cy) : Q € Pon(R),Q C
P} U {f(cp)}. Luego

Y |fel) — flern)|VIQ)

PEPy(R) Q€ P (R)
QcpP

< Y Y (fleh) - Fep)V(@)

PEPm(R) QEPym (1)
QcpP

= > (flep) — flep)V(P)
PeP,,(R)

=5 (5B genim) =5 (5 Prerim)
<e

Posteriormente (teorema 4.12) probaremos que toda funcién continua sobre un rectangulo es uni-
formemente continua en él. En realidad lo probaremos para conjuntos mucho mas generales que
rectangulos, llamados compactos. Esta propiedad se utiliza en la demostraciéon de la siguiente
proposicién.

Proposicién 3.3. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Si f es continua en R entonces f es
integrable en R.

Demostracion. Como R es compacto y f es continua en R se tiene que f es uniformemente continua
en R. Luego, para £ > 0 arbitrario, (3§ > 0)(Va,y € R)

|z —yll <6 =|f(x) - fy)|<e

Recurriremos al lema 3.1. Sea mg € N tal que (VP € P,,,)(Va,y € P) || — y|| <. Sea m > my,
k € N. Sean (cp)pep,, (r): (€p) pep,, (r) Selecciones.
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Por la uniforme continuidad se tiene que

Yo > |f(ep) — fler)|VIQ) < eV(R)
PeP,,(R) QEPrm (R)
QCP
|

Proposicién 3.4. (Propiedades de la clase de funciones integrables)
Sean R C R? rectangulo, f,g : R — R funciones integrables y ¢ € R. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. Linealidad: f + cg es integrable en R, entonces

/Rf+cg=/Rf+C/Rg

2. Monotonfa: si (Vo € R)f(x) < g(x), entonces

[r<]s
i< [

3. |f] es integrable en R, entonces

Demostracion.

1. Sea € > 0 arbitrario. Sea mo € N tal que (Vm = mo)(V(cp)pep,, (r) seleccion)

5 (Fer)pernm) = [ 1] <

S(g, (CP)Per(R)) _/Rf <e

Por otra parte, se tiene:

S (f + ¢y, (CP)Per(R)) =5 (f, (CP)Per<R)> +eS (9’ (CP)PGPm<R>>

‘S (f + ¢y, (CP)per(R)) - (/Rf * C/Rg)’

< '5 (f7 (CP)Per(R)) - /Rf’ +le| |S (g, (CP)Per(R)) - /Rg‘
< (1+el)e

Luego, por definicién de integral de Riemann, se concluye.
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2. Es directo de considerar que en este caso se cumple que Vm € N, V(cp) pe Pon(R) seleccién

S (f7 (CP)pepm(R)) <5 (9’ (CP)Per(R)>

y aplicar la definicién de integral de Riemann.

3. Veamos que |f| es integrable en R por medio del lema 3.1.

En efecto, sea e > 0. Como f es integrable, por el mismo lema (Img € N)(Vk € N)(Vm >
mo)(V(cP)Per(R), (CIID>P€Pkm(R) seleccién)

S ey - flen)[VQ) <&

PEPn(R) QEPkm (R)
Qcp

Luego, sean k € N, m > my. Se sabe que (Vz,y € R)
| 2] = Jyl|< |z —y]
Asi
oY )~ Iflen|VQ)

PeP,,(R) QEPrm(R)
QCP

< S [Hey) - fer)|VI©Q)
PEPm(R) QEPym (R)
Qcp
<e
En conclusién, |f| es integrable en R. Finalmente, se tiene

=< fF<If]

que, con la parte anterior, implica que

e REIN
i< [

Proposicién 3.5. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Si f es integrable en R entonces

es decir

V(R) inf f(x) < /R f < V(R) sup f(x)

zER TER

Demostracién. Basta notar que Vm € N, V(cp) pe p, (g) seleccion

V(R) ff f(@) < (£ (er)pep,m) < V(R)sup f(2)
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Figura 3.3: Ejemplo de que V(R) infzer f(x) < fR f

3.1.3. Integracién de sucesiones de funciones

Proposicién 3.6. Sea R C R? rectdngulo, (fr)pen sucesién de funciones, fr : R — R, que
convergen uniformemente en R a f : R — R. Entonces [ es integrable en R y

/szklggo/Rfk

Demostracion. Veamos que f es integrable en R por medio del lema 3.1. Sea € > 0. Sea kg € N tal
que

sup| f(@) — fi (x)[< ¢ 3.1)
zER

De acuerdo al lema 3.1, sea my € N tal que
(Vk € N)(Vm = mo)(Y(cp) pep,, (r): (c},)PGPkm(R) seleccién)

o> () — f(er)|VQ) <& (3.2)

PEP,,(R) QE Py (R)
QcrP

Luego, sean k € N, m > mg. Por la desigualdad triangular se tiene que

S |fep) = fler)|VIQ)

QcP

< Y Y () = fr()VIQ)

PeP,,(R) QEPrm (R)
QCP

+ 3 S [ frel(cl) = froler)|VIQ)

P€EP,,(R) Q€EPrm (R)
QcPp

+ 3 Y |fuler) — fler)|VQ)

PEP,,(R) QEPym (R)
QcP
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y aplicando 3.1 y 3.2 se obtiene

<e(2V(R) + 1)

En conclusién, f es integrable en R. Por otra parte, por la proposicién 3.5

el
g@m—ﬂ

<V(R) i‘é%vk(z) — f()]

/RkaliHOlo/Rfk

Ejemplo 3.2. Una sucesién de funciones integrables que converge puntualmente a un limite que
no lo es. Sea la numeracién {qo,q1,...} = [0,1] N Q, sea I = [0,1] y las funciones f, f, : I —- R
dadas por

lo cual implica que

) = 1 s (x7y)6{q17--~7Qn}
@ {0 st (z,y) € {a,. - qn}

o) = 1 (z,y) €1[0,1]NQ
J@ {0(%w¢mﬂﬂQ

En I, se tiene que f, converge a f puntualmente (pero no uniformemente) y cada f,, es integrable,
pero f no es integrable.

3.1.4. Extension de la clase de funciones integrables

Aun cuando la clase de funciones continuas es muy amplia, todavia no es suficiente para muchas
aplicaciones. Asi, a continuacién veremos una condicién suficiente de integrabilidad un poco maés
débil que la continuidad, esto es, que una funcién sea continua salvo sobre la unién de grafos de
funciones continuas.

Recordar que el grafo de una funcién g : [a,b] — R es
grafo(g) ={(z,g(z)) € R?:z e [a,b]}
Intuitivamente, el lema siguiente nos dice que el grafo de una funcién continua tiene “volumen
cero”.
Lema 3.2. Sea f : [a,b] — [¢,d] continua. Denotemos R = [a,b] X [¢,d]. Entonces
lim Y VP =0

m—o00
PeP,,(R)
Pngrafo(g)#2
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Demostracion. Sea € > 0. Como f continua en [a,b] compacto, se tiene que f es uniformemente
continua en [a,b] (teorema 4.12). Luego (36 > 0)(Vz,y € [a,b])

e —yl <0 =|f(2) - fly)|<e
Asi, escojamos mg € N tal que (b—a)(d —c¢)/mo <ey
(b—a)/mo <9 (3.3)

Entonces, se cumple que (Vm > myg)

Yoo V)= (b_‘;)ligd_@\{lj € P,,(R) : PN grafo(g) # o}
PraanLe

Gracias a la uniforme continuidad y (3.3)

[{P € Pn(R) : PN grafo(g) # @}|< m(

Asi, Vm > mg

m? (d—c)/m
PeP,,(R)
Pngrafo(g)#2
—(b—a) (b—a)(d—c)
m
<elb-a+1)

Para A C R" acotado, se define el didmetro de A como

diam(A) = sup |z —y|
T, yeEA

Figura 3.4: Didmetro de un conjunto A C R?

Proposicién 3.7. Sea R = [a,b] X [c,d] C R? rectdngulo, f : R — R acotada en R y continua en
R — grafo(g), donde ¢ : [a,b] — [c,d] es una funcién continua. Entonces f es integrable en R.
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Demostracion. Sea K € R tal que (Vx € R)
f(@)|< K (3.0

Recurriremos al lema 3.1. Sea € > 0 arbitrario. De acuerdo al lema 3.2, sea mg € N tal que
(Ym > myg)

Yo v <e (3.5)
PeP,,(R)
Pngrafo(g)#@
Denotemos P, = {P € P,,(R) : PNgrafo(g) = 9}, R;, = Upcp- P. Como R}, es compactoy f es
continua en R, = se tiene que f es uniformemente continua en Rj, . Luego (36 > 0)(Vx,y € R}, )

e —yll <0 =|f(z) - fly)l <e (3.6)

Sea mi > myg tal que (VP € Py, (R))diam(P) < §. Sea m > my, k € N. Sean (cp)pep, (r)»
(cp)pep,,. (r) Selecciones. Asf

oY ey - fenVIQ)

PEP,,(R) QEPym (R)
QCP

= > Y e —flenV@+ Do D [fep) = flep)|V(Q)
PeP,(R) QEPLm (R) PEPy, (R) QEPrm (R)
PCR}, QCP P¢R;, QP

que, con (3.4) y (3.6), implica que

<eV(R)+2K Y V(P)
PEP,,(R)
PELRY,,

y con (3.5) resulta

< eV(R) + e18K
|

Corolario 3.1. Sea R = [a,b] x [c,d] C R? rectdngulo, f : R — R acotada en R y continua en
R — \J!, grafo(g;), donde g; : [a,b] — [c,d] es continua. Entonces f es integrable en R.

3.1.5. Teorema de Fubini

El siguiente teorema expresa la integral de una funcién en 2 variables como la aplicacion iterada
de 2 integrales en una variable bajo hipdtesis minimas y permite escoger arbitrariamente el orden
de estas integrales en una variable cuando la funcién a integrar es continua.

La demostracion la haremos en la seccién 3.2 en R™.
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Teorema 3.1. (Teorema de Fubini en R?)

Sea R = [a,b] x [¢,d] C R? rectdngulo, f : R — R.

1. Si f integrable en R y (Vx € [a,b]) f(x,-) integrable en [c,d], entonces

/Rf:/: (/Cdf(x,wdy) dz

2. Si f continua en R, entonces

/Rf:/ab (/Cdf(m,y)dy> da::/cd (/abf(w,y)dx> dy

Ejemplo 3.3. Para R = [0,1] x [0, 1], calcular

o
R

Solucion. Por el teorema de Fubini, caso continuo, se tiene que

1 1
/x2+y:/ (/ x2+ydy> dx
R 0 0
1 21
:/ x2y+y— dx
0 2 y=0
1

O

Ejemplo 3.4. Veamos un caso en el que las integrales iteradas existen y son iguales, pero la
funcién no es integrable.

Consideremos el cuadrado unitario R = [0, 1]?> C R? y la sucesién de cuadrados (Ry)ren contenidos

en él dada por la figura 3.5. Dividamos cada Ry en 4 cuadrados iguales Rfcl),R,(f),R,(f),R,(f).
Definamos la funcién f: R — R dada por

ve  si(zy) €int R Uint RY
Fay) = -y s (@y) € int R Uing RYY
0 en otro caso

Para cada y € [0, 1] es claro que
1
/ f(z,y)dz =0
0

y andlogamente para cada x € [0, 1]

1
/0 fla,y)dy =0
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Luego, las integrales iteradas son ambas nulas, esto es:

/Ol/olf(%y)dydx:/Ol/olf(x’y)dxdyzo.

Para convencernos de que f no es integrable, es suficiente ver que |f| no es integrable. En efecto,
|f| estd dada por

ﬁ si (:C,y) S Rk;
0 en otro caso

Ifl(w,y)—{

Si | f| fuera integrable, como los Ry son disjuntos, se tendria que

ﬂWZEQLV'

keN

AJH=1

con lo que |f| no puede ser integrable en R.

pero

R
R .
Ry Ry :
RO p@ ;
Ry 2 | £z R 3
RY | R .
] ==
Rgl) REQ) J
Figura 3.5: El dominio del ejemplo 3.4. Figura 3.6: La funcion del ejemplo 3.4.

3.1.6. Integral en R? sobre dominios generales

A continuacién extenderemos la definicién de integral para considerar la integracién de funciones
sobre algunos dominios un tanto mas generales que los rectangulos.

Definicién 3.7. Sea R C R? rectangulo, A C R, f: A — R. Denotemos fy : R — R a la funcién
dada por, para x € R:

fo(w):{f(m) size A

0 siz ¢ A

Si fy es integrable sobre R entonces se dice que f es funcién integrable sobre A y:

J =] 5
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Definicién 3.8. La funcién indicatriz de un conjunto A C R? se define:

1 sizeAd
1 -
Al@) {0 sizd A

Definicién 3.9. Decimos que D C R? es

1. Dominio de tipo 1 siy sélo si Ja,b € R, I¢p1, P2 : [a,b] — R funciones continuas tales que
(Va € [a,0])¢1(x) < da2(z) ¥

D={(z,y) eR*:a<z<bdi(z) <y < do(n)}

2. Dominio de tipo 2 si y sélo si Je,d € R, Fpy, 12 : [¢,d] — R funciones continuas tales que
(Vo € [c,d])ih1(z) < Pa(x) y

D={(z,y) eR?:c <y <d,1(y) <z < o(y)}

3. Dominio de tipo 3 si y s6lo si D es de tipo 1 y 2,

4. Dominio elemental si y sélo si D es de tipo 1 6 2.

Figura 3.7: Dominio del tipo 1 que no es del tipo 2 y dominio del tipo 3.

Si R C R? es un rectdngulo y D C R es una regién elemental entonces fy (dada por la definicién
3.7) es continua en R salvo sobre la unién finita de grafos de funciones. Luego [ p [ existe. En
general, supongamos que tenemos una funcién f: A C R — R con R rectdngulo y A dominio del
tipo 1, digamos:

A={(z,y) eR?:a <z <b,d1(z) <y < gox)}

con a,b € R, ¢1,¢2 : [a,b] — R funciones continuas. Entonces, gracias al teorema de Fubini

(teorema 3.1), se tiene que:
b roa(x)
= [ tawdyd
A a 1(x)

/ (23y + cos(z)) dy dx
T

Ejemplo 3.5. Calcular

donde
T={(z,y) €ER*:0< 2 <7/2,0<y < x}

Solucion. Notar que T es una regién del tipo 1. Por definicién se tiene que

/ (z3y + cos(z)) dy dx = / 17(z3y + cos(z)) dy dx
T [0,7/2]?
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y, en virtud del teorema de Fubini:

17 (2®y + cos(z)) dy dx

Il
S—
3
(V)
S~
2
()

Mas aun, con la definicién de T

(acgy + cos(x)) dy dx

3
~
(v}
c\&

J
/2 3,2 T
:/ (fv L +ycos(x)) dx
0 2 y=0
/2 $5
= / — + xcos(z) dx
O 2
26 /2
= | — + cos(x) + x sen(x)
12 .
n® ow
=7 4T
768 + 2

3.2. Integral de Riemann en R”

Las demostraciones que no se incluyen en esta seccién son idénticas a las hechas en la seccién 3.1,
acerca de la integral de Riemann en R2.

3.2.1. Definiciones

Definicién 3.10. R C R™ es un rectdngulo si y sélo si R = [a1,b1] X -+ X [ap,b,] con a;,b; € R.

Definicién 3.11. Para un rectdngulo R = [a1,b1] X - -+ X [ap, b,] se define su volumen como

n

V(R) = H bz — a;
i=1

Definicién 3.12. Para m € N, la m-equiparticién del rectdngulo R = [a1,b1] X -+ X [an, by] es
{lL x---x1I,:I; € Pyi=1,...,n} con P; m-equiparticién del intervalo [a;,b;],7 = 1,...,n. La
denotaremos P, (R).

Dado un recténgulo R C R" y m € N, decimos que (¢p)pep, (r) €s una seleccién (para P, (R)) si
(VP € P, (R))cp € P.

Notar que cada elemento de una m-equiparticién es un rectdngulo y que una m-equiparticion es
finita, luego la siguiente definicién tiene sentido:

Definicién 3.13. Sea m € N, R C R" rectdngulo, f : R — R y una seleccion (CP)Per(R)' Se
define la suma de Riemann asociada a f y (CP)Per(R) como:

S(f.(er)perpm) = > fler)V(P)

PePp,(R)
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Definicién 3.14. Sea R C R” rectangulo, f : R — R. Decimos que f es Riemann integrable en R
siy solo si (3S € R)

‘S( CP)PEP,”(R)> _S‘ <€
para toda eleccién de los (cp)pcp, (p)-

S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota:

|1

/Rf(ac)das

La integral de f también se anota:

3.2.2. Propiedades Basicas

Las propiedades que enunciaremos tienen una demostracién analoga a las que ya vimos en el caso
de R2.

Proposiciéon 3.8. Sea R C R” rectangulo, f : R — R. Si f es integrable en R entonces f es
acotada en R.

Proposicion 3.9. Sea R C R" rectangulo, f : R — R. Son equivalentes:

1. ¥e > 0,3mp € NVk,m > mO’V(C/P)PePk(R) seleccion, V(cp)pep, (g seleccion

‘S (f7 (C/IJ)PGPk(R)) =5 (f» (CP)PEPW(R))‘ <e€

2. f es integrable en R.

Proposicién 3.10. Sea R C R" rectangulo, f : R — R. Si f es continua en R entonces f es
integrable en R.

Proposiciéon 3.11. Sean R C R” rectangulo, f,g : R — R funciones integrables y ¢ € R. Se tienen
las siguientes propiedades:

1. Linealidad: f 4+ cg es integrable, entonces

/Rf+cg=/Rf+C/g

2. Monotonia: si (Vz € R)f(x) < g(z), entonces

fr</
’/Rf’g/lel

Proposicién 3.12. Sea R C R"” rectangulo, f: R — R. Si f es integrable en R entonces

V(R) mff /f<V ) sup f(x)

xTER

3. |f| es integrable en R, entonces



FCFM - Universidad de Chile 97

3.2.3. Integracion de sucesiones de funciones

Proposicién 3.13. Sea R C R"™ rectangulo, (fi),cy sucesién de funciones, fr : R — R, que
convergen uniformemente en R a f : R — R. Entonces f es integrable en R y

Afzklgg[%fk

3.2.4. Extension de la clase de funciones integrables

Recordar que el grafo de una funcién g : A C R” — R™ es

grafo(g) = {(x, g(x)) € R"™™ .z € A}

La demostracién del siguiente lema es andloga a la del lema 3.2.
Lema 3.3. Sea R’ C RN~ rectingulo, f : R’ — [a,b] continua. Denotemos R = R' x [a,b].
Entonces

lim > V(P =0

m—00
PeP,(R)
Pngrafo(g)#2

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f continua en R’ compacto, se tiene que f es uniformemente
continua en R’. Luego (36 > 0)(Va,y € R')

e —yll < 6 | f(@) - fy)|<

Asi, escojamos mg € N tal que V(R)/mg < ¢ y diam(P) < ¢, para cualquier P € P,,(R’). Entonces,
se cumple que (Ym > my)

Z V(P) = @f{P € Pn(R) : PNgrafo(g) # o}

mN
PeP,,(R)
Pngrafo(g)#2

V(R) N1 €
< —= —F +1
=Ty ((b—a)/m+ )
=eV(R') + VIR)

m

<e(V(R)+1)
|

Proposicién 3.14. Sea R’ C RY~! rectdngulo, R = R’ x [a,b] C R" rectangulo, f : R — R
acotada en R y continua en R — grafo(g), donde g : R’ — [a,b] es una funcién continua. Entonces
f es integrable en R.

Corolario 3.2. Sea R’ C RN~! rectdngulo, R = R’ x [a,b] C R™ rectdngulo, f : R — R acotada en
R y continua en R — |J_, grafo(g;), donde g; : R’ — [a,b] es continua. Entonces f es integrable
en R.
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3.2.5. Teorema de Fubini

Lema 3.4. Sea R C R"™ rectdngulo, f: R — R, m* € N. Si f es integrable en R entonces

> v atf@< [ < 3 viS)swfe)

SEPy,~(R) SEPy,+(R)

Demostracion. En efecto, es claro que Vo € R

Y. ls(@) f fl@) < fl@)< Y Ls(@)sup f(a).

xeS
SePpe (R) SeP,-(R) wes

Integrando se concluye la desigualdad buscada, notando que para S € P« (R) se tiene

[1s=[1=vis
R S

Teorema 3.2. (Teorema de Fubini en R™)

Sean M,N € N, A C R", B C R™ rectdngulos, notemos R = A x B C R™™ rectdngulo. Sea
f:R—=R.

1. Si f integrable en R y (Vx € A)f(x,-) integrable en B, entonces

[1=[ (] ewiay) iz
R A\JB
2. Si f continua en R, entonces

[1=[ ([ seway)te=[ ([ swwic)

Demostracion. La segunda parte es consecuencia directa de la primera, en virtud de la proposicién
3.3. Probemos la primera parte.

Definamos la funcién I : A — R dada por I(z) = [, f g f(x,y)dy. Luego basta probar que I es

1nlegrable en A y
/ /
A R

En efecto, sea e > 0 arbitrario. Por una parte, por definicién de integrabilidad, (Img € N)(Vm >

mo)
‘/f— S feq)V ‘ (3.7)

QEP,(R)
para toda eleccién de los (cq)qep (R

Por otra parte, sea m > my, (CQA)QAEP (@) seleccién arbitraria. Notar que

={QaxQp:Qa € Pyla),@p € Ppn(B)}
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Consideremos la seleccién (CZQ)Qer(R) dada por (para Qa € Pn(a),Qp € Pn(B)) ¢, v0, =
(€Qa,y™), con y* tal que f(c5), wo,) = SUPyeq, f(€Qa,y) — €. Asi, en virtud del lema 3.4 se tiene
que

Yo I(eq)V(Qa)— D fleH)V(Q)

QAEPNL(G) QGP'm(R)

< Z sup f(CQA,y)V(QA)V(QB)

QAEP, (a) YEQB
QBEPm(B)

- Z f(CZgA xQB)V(QA)V(QB)

QAGPM(“)
QBEPM(B)

= Y (sup fleguy) — f(ch,x0,))V(Qa)V (@)

QA€P,(a) YEUE
QnePo(B)

< cV(R)

Combinando con (3.7) se obtiene:

> Heo)VQa) - [ F=(VR)+Y)
QAEPm(a) R
Escogiendo (c*Q)er R tal que f(c5, xq,) < Infyeqs f(cqa,y) + ¢, un célculo andlogo permite
obtener:

—e (VR +1) < Y ee)V(Qa) - /R f

QAEPK(a)

En conclusién,

‘ > I(CQA)V(QA)/RJCISE(V(R)+1)

QA EPmu(a)
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Ejemplo 3.6. Calcular [, f con B =[0,1]> x [0,10] y f(z,y,z,t) = t(x* + 3 + 2?).

Solucion. En virtud del teorema de Fubini

10 1,1 1
/f:/ / / /t(m2+y2+22)dxdydzdt
B o Jo Jo Jo
10 1 103 1
:/ / / (tE + tyPx + t2%r)
o Jo Jo z=0
10 1 1y
= — +ty? +t2) dydzdt
3
o Jo Jo
10 1 3
3 Y 2
= (zy+t= +t2%y)
G
0 1,y
= (= + = +tz?)dzdt
Lo LG+
10

:/ tdt
0

= 50.

dy dz dt

dz dt

1
y=0

3.2.6. Integral en R sobre dominios generales

Definicién 3.15. Sea R C R” rectangulo, A C R, f: A — R. Denotemos fy : R — R a la funcién
dada por, para = € R:
flx) sizeA
€r) =
fol®) {o sizd A

Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es integrable sobre A y:

Jr=]n

Definicién 3.16. La funcién indicatriz de un conjunto A C R™ es andloga al caso de R? y se

define:
1 sizeAd
1 =
a@) {0 siz ¢ A

Definicién 3.17. Decimos que D C R3 es

1. Dominio de tipo 1 si y sélo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) Ja,b € R, o1, ¢ : [a,b] — R funciones continuas, Fy;,7v2 : D’ — R funciones continuas

tales que
D= {(z,y,2) eR*:a <z <bh,
(bl(x) S Y S (bQ(l'),
(z,y) <z < v2(2,y)}

donde D' = {(z,y) e R?:a <z < b,¢1(x) <y < ¢o(x)}
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b) Je,d € R, Ty, 49 : [e,d] — R funciones continuas, 3y1,v2 : D’ — R funciones continuas

tales que
D = {(z,y, )GR3 CSySd,
( ) <z < 72(w,y)}
donde D' = {(z,y) € R? : c <y < d, 91 (y) <z < ¥a(y)}.

2. Dominio de tipo 2 si y s6lo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) Ja,b € R, 31, P2 : [a,b] — R funciones continuas, Iy1,7v2 : D’ — R funciones continuas

tales que
={(2,y,2) ER¥*:a <2 <),
$1(z) < 2 < da(x),
(@, 2) Sy < 2(2,2)}
donde D' = {(x,2) e R? :a <2 < b, ¢1(z) < 2 < ¢a(x)}.

b) Je,d € R, 1,1 : [e,d] = R funciones continuas, 3y1,v2 : D’ — R funciones continuas

tales que
D={(z,y,z) eR°:c < z<d,
P1(2) < o < 9ha(2),
Nz, 2) <y <72z, 2)}
donde D' = {(z,2) e R? : ¢ < z < d,91(2) < @ < ha(2)}.

3. Dominio de tipo 3 si y sélo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) Ja,b € R, Iy, P2 : [a,b] = R funciones continuas, Fy;, v, : D’ — R funciones continuas

tales que
D={(z,y,2) eR*:a <y <b,
$1(y) < 2z < $2(y),
(Y, 2) <z < 2(y,2)}

donde D' = {(y,2) € R?:a <y < b,¢1(y) < 2 < ¢a(y)}.

b) de,d € R, Fh1, 1) : [¢,d] — R funciones continuas, 3y1,7v2 : D’ — R funciones continuas
tales que

D = {(=,v, 2)ER3:c<
1(z) <
71 (Y, 2) <
donde D' = {(y,2) e R?: ¢ < 2 < d,¥1(2) <y < 1ha(2)}.
4. Dominio de tipo 4 si y s6lo si D es de tipo 1, 2 y 3.

5. Dominio elemental si y sélo si D es de tipo 1, 2 6 3.
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Si R C R™ es un rectdngulo y D C R es una regién elemental entonces fy (dada por la definicién
3.15) es continua en R salvo sobre la unién finita de grafos de funciones. Luego [ p [ existe.

Ejemplo 3.7. Sea W C R? la regién comprendida entre los planos z = 0, y = 0, z = 2 y la
superficie z = 22 + y2. Calcular fW x.

Solucion. {Cémo describir el conjunto W? Podemos describirlo como un dominio de tipo 1, es
decir:
W={(z,y,2) ER*:0<2<V2,0<y<V2—2%a°+y* <2<2}

Luego, gracias al teorema de Fubini (teorema 3.2) se tiene:

V2 pV2—2Z 2
/ z:/ / / rdzdydx
w 0 0 x24y?

V2 V2—x?
= / / 22 — x(2? + y?) dy dx
o Jo
V2 3 2—x2
-
Ty — T’y — T
0 3 y=0

dx
V2 1
:/ x<2\/m_x2\/m_3(2_x2)3/2> d
0

:/Oﬁx <§(2—x2)3/2> do

y, haciendo el cambio de variable u = 2 — z2:

2
21
:/ Z -t 2du
0o 32

2

_ 12 5
35

_ 2552
15

_8V2

15

0

3.3. Reglas de derivacién adicionales

Teorema 3.3. (Regla de Leibniz de derivacién)
Sea f:R? = R de clase C*. o, 3 : R — R funciones diferenciables. Entonces la funcion F : R — R
definida por

B(x)
F(x) = / flx, t)dt

es diferenciable y su derivada es
d 8@ Blz) 5

fetydt = f(z, B@)) (2) — f(z, a(z))a(z) + / 9 byt

dx a(z) a(z) ox
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Demostracion. Definamos la funcion

G(z,x) = /OZ f(z, t)dt

por el 1°" teorema fundamental del célculo (teorema 1.8) sabemos que

0
@G(z, x) = f(z,2)

—G(z,z) = /OZ %f(x,t)dt

G(z,z+ h)—G(z,2) h/ —fa:t

demostremos que

para ello notemos que

/z F@+ht) + f(a,t) — h—f(x, 1t

// (55 @t yh.t) - ;f(x t))hdydt

La funcién 0f/0x(-,-) es continua, y por lo tanto, uniformemente continua sobre [z — |h|,z +
|h]] % [0, 2], asi, dado € > 0, existe § > 0 tal que si ||(z,y) — (Z,7)|| < J entonces |0f/0z(x,y) —

Of/0x(Z,7)| < €/z. Entonces si |h| < § se tiene que

(e yht) = - flast)] < Ve € 0,2] ¥y € 0,1]

lo que implica que

Gz + 1) — Gz, ) h/ = f(a, )] < <
si |h] < § de donde se sigue el resultado. Luego
B(=)
/ f(z, t)dt = G(B(x),x) — G(a(x),x)
a(z)
y aplicando el resultado anterior se tiene que

d /B(ﬂc) (z.1)
— flz, t)dt
d.I‘ a(x)

= aG(ﬁ(x),x)ﬁ'(a:) + a—xG(,B(a;) )% - aG(a(x),x)o/(x) -
0 dx
- I (). @
B) a(x)
— [ @) @) - @@+ [ Lt / o ey
= T AE)A @) - I, / 2 oty
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Teorema 3.4. Sean A CR" y B C R™ abiertos y f : Ax B — R de clase C'. Sea Q C B conjunto
elemental cerrado. Entonces la funcion
T) = / fz,y)dy
Q

axz /a (@, y)d

es de clase C y

para todo i € {1,...,n}

Demostracion. Sea xg € A

Feo+ ) = Flao) =Y b [ 2 fl@o.v)dy

=1 Q 8361
Q i1 alL’l

_ /Q o+ hoy) — f(xo.y) — Vo f(zo.y) - h)dy
- /Q/O [(Vof(zg+th,y) — V. f(xo,y)) - h] dtdy

La funcién V, f(,-) es continua en B(xg,1) X @ que es compacto, por cual que es uniformemente
continua. Luego dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que si ||(x,y) — (", y*)|| < § = ||V.f(z,y) —
V. f(x*,y)| < e/vol(Q). entonces si ||h| < 0 se tiene que

Ve f(xo+ th,y) — Vo f(xo,y)|| < Vtel[0,1]VyeQ

I(Q)

lo que implica que

|F(xo+ h) — Zh / (zo, y)dy|

1
/Q / IV 7 (o + th,y) — V f(zo, )| ]dedy

1 &
/Q / gl = eIkl

F(xo+ h) — F(xo) Zh/a (zo,y)dy

siempre que ||h|| < d, es decir, F' es diferenciable es xg y

IA

de este modo

<e|n|

0 0
52 F@0) = [ g two. )iy

para todo 7 € {1,...,n}. La continuidad de las derivadas parciales queda de ejercicio . |
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3.4. Teorema del cambio de variable

Recordemos que en el caso de una variable se tiene que si o : [a,b] — [, d] es biyectiva (mds algunas
hipétesis adicionales) entonces

d o~ d)
t)dt = a(s))o’(s)ds
[ rwa= [ retne

Equivalentemente podemos escribir:
[ s [ sl )] ds
([a,0]) [a,b]

Nuestro propdsito es extender esta férmula a varias variables. Vamos a comenzar con la transfor-
macién més simple, la lineal. Sea T': D = [0,1]* — D* = T(D), T(z,y) = A(}) con A € M3 >(R)

(a+b,c+d)

D D~
(b,d)

1

Figura 3.8: Cambio de variable, caso de una transformacion lineal

Se tiene que V(D) =1y

v - |BL Ll

= |ad — bc|
= |det(A)]
Asi
V(D*) = V(D) |det|

Es facil ver que una férmula andloga se cumple para cualquier rectangulo en R™. Mds aun, para
f:D* = R, de acuerdo a la definicién de integral de Riemann es razonable escribir lo siguiente:

frlim Y f(T(ep)V(T(P)  (ep€P)
D~ PeP,,(D)

~lim o Y f(T(ep))V(P)|det(4)]

PeP,, (D)

z/ foT|det(A)]
D
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Para una transformacién més general (no lineal), se puede pensar que la diferencial nos da una
aproximacién lineal de la transformacién en torno a un punto, luego es razonable pensar que el
jacobiano de la transformacion desempenard el papel de la matriz A en la férmula més general. En
efecto, se tiene el siguiente teorema (para los detalles, véase la seccién 6.2):

Teorema 3.5. (Teorema del cambio de variables)
Sea Q v-medible y f : U — V un difeomorfismo, Q CU. Sea g: f(Q) — R v-integrable. Entonces
go f:Q — R esv-integrable y

/ o(x)dz = / o(f ()| det D f ()| dy
£(Q) Q

Demostracion. Por razones pedagdgicas se hard posteriormente (teorema 6.3). |

Ejemplo 3.8. (integral en coordenadas polares)
Calcular

/ log(x? + y?) dzx dy
c

donde
C={(z,y):a> <z®+9y> <% x>0,y >0}

Solucion. Vamos a considerar el cambio de variable

x = rcos(f)

(
y = rsen(d)
es decir, la transformacién T'(r,0) = (r cos(6), r sen(6)). Notar que:

cos(d) —rsen(6)

Dir,0) = sen(f)  rcos()
y asi:
det DT(r,0) =r
Denotemos
D=T74(C)
={(r,0) eR*:a<r<b,0<0<7/2}
= [a,b] x [0,7/2]

Luego, en virtud del teorema del cambio de variable :

/ log(z? + y?) dx dy = / log(r?)r dr df
T(D) D

y, con Fubini:

/2
/ log(TQ)r dr df
0
2

/b
Tl [b
= —— 1
22/a2 og sds

= %(b2 log b* — b — a*log a® + a?)
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3.5. Aplicaciones

3.5.1. Centro de masa

Sea D C R? una placay p : D — R la densidad (de masa). Entonces la masa total de la placa

eS(a d.ada [)()l:
D

y las coordenadas (Z, 7) del centro de masa de la placa estan dadas por:

__ Jpzp(z,y) dyde
M

_ [[pup(x,y) dy dx
- M

8

<

El caso tridimensional es analogo.

Ejemplo 3.9. Hallar el centro de masa de una lamina triangular con vértices (0,0), (1,0) y (0, 2)
si la funcién de densidad es p(z,y) =1+ 3z + y.

Solucion. A partir de los vértices la hipotenusa del triangulo queda descrita por la ecuacién y =
2 — 2x. Luego la masa total corresponde a

1 2—2x 1 y2 y=2—2x
M = // p(a:,y):/ / (1+3x+y)dydx:/ [y+3:cy+] dx
D 0o Jo 0 2 1y—o

1 371
- 4/(1x2)dx4[xx} _8
; 30,73

Luego el centro de masa estd dado por las ecuaciones

2—2x
Iz = M// zp(z,y)dyde = - // (z + 32% + xy)dydx

y=2—2x

1
[ o] = [ -5] =%
= 3 y+ 327y + de=- [ (z—2)do = | ——| ==

8 Jo 2 y=0 2 Jo 2 4 0 8

22z
y = M// yp(z,y)dydx = = // (y + 3zy + y*)dydz

3 T 1/ 3
_ 3 [y v dz = 7— 9z — 322 + 52°)d
8/0[2—'_2 3], x 40( x — 322 + 52°%)dx

1 922 52410 11
= {795—:6 —x3+x} = —
s 16

4 2 4

por lo tanto, el centro de masa se ubica en las coordenadas (Z,y) = (%, 1y O
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3.5.2. Momento de inercia

Sea W C R3 un sélido de densidad p : W — R. Entonces los momentos de inercia estdn dados por:

I, = ///W p(z,y,2)(y* + 2%) dz dy dz
I, = ///W p(z,y,2)(2? + 2°) dz dy dz
I = ///W P2,y 2)(2% + ) dz dy do

Ejemplo 3.10. Hallar el centro de masa de la regién W comprendida entre el plano xy y la
semiesfera 2 + y% + 22 = 1, 2z > 0, de densidad p(z,y) = 1, V(z,y) € W.
Solucion. En primer lugar, por simetria £ = gy = 0.
Para calcular Z, vamos a hacer un cambio de variable a coordenadas esféricas:
x = rsen(¢) cos(d)
y = rsen(¢)sen(h)
z =rcos(¢)

/ z :/ r cos(¢) |det DT
w T-Y(W)

sen(¢) cos(f) rcos(¢)cos(d) —rsen(d)sen(d)
DT (r,¢,0) = |sen(¢)sen(d) rcos(¢)sen(f) rsen(¢p)cos(f)
cos(9) —rsen(¢) 0
det DT (r, ¢,0) = (—1)>T(—rsen(¢) sen())(—rsen?(¢) sen(h) — r cos?(¢) sen(h))
+ (=1)3"2(rsen(¢) cos(f))(—rsen?(¢) cos(h) — r cos®(¢) cos(h))
= r2sen(¢) sen?(6) + 2 sen(¢) cos?(6)

= r?sen(¢)

Combinando lo anterior:

1 2m 4
/ z= / (1 cos(p))r? sen(¢) do db dr
w o Jo Jo

41
=" on sen(¢) cos(¢) do
4o Jo
B zsenz(gb) /4
S22,
_r
-8
Luego
z 3
=8 — =
%5 16
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3.6. Comentarios acerca del capitulo

3.6.1. Extension de la integral de Riemann

Algunos de los problemas que presenta la integral de Riemann son que, para ciertas aplicaciones, no
integra una familia suficientemente amplia de funciones y que los teoremas de convergencia poseen
hip6tesis muy fuertes (convergencia uniforme en el caso de la proposicién 3.13). Una construccién
diferente, basada en la teoria de la medida, la constituye la integral de Lebesgue , que integra una
familia mucho més amplia de funciones y cuenta con un teorema de convergencia basado en la
convergencia puntual.
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3.7. Ejercicios

Integral de Riemann

Ejercicio 1. Sea R C R¥ rectangulo tal que V(R) > 0 y suponga que f : R — R es continua en
R. Suponga que para toda funcién continua g : R — R se tiene

/ng=0

Ejercicio 2. Sea el rectangulo R = [0,1]?> C R? y la funcién f : R — R dada por:

1 si x es irracional
flx,y) = {

Pruebe que f =0 en R.

493 si x es racional

1. Muestre que fol fol f(z,y) dy dx existe y vale 1.

2. Muestre que [, f no existe.

Ejercicio 3. Considere el rectdngulo D = [-1,1] x [0,2] y R, la particién uniforme con n?

subrectangulos, es decir, todos los rectangulos de R,, tienen las mismas dimensiones. Dado esto,
calcule las sumas superior e inferior S(f, R,),I(f, R,) donde f(z,y) = e*y.

Ejercicio 4. Suponga que FF C RY para N > 2 y que f : R — R es Riemann integrable en F.
Muestre que f puede ser no acotada en F.

Ejercicio 5. Pruebe que la integral de Riemann de una funcién en RY es tinica.
Ejercicio 6. Justifique cuales de las siguiente funciones son integrables en [0,1] x [0, 1]:

0 si(z,y ¢A A

| si(egea A l@yiv=a

1. f(ff,y)—{

sen(z—y) .
Te—y  SIZ #Y
2. f(z,y) —{ v .
1 six =1y
Ejercicio 7. Sea R=[0,1] x [0;1] y f : R — R definida por
0 siz<y
p
s1x >y

Demuestre que f es integrable y, usando sumas de Riemann, que |’ rf=1

Ejercicio 8. Considere la siguiente integral

2 25—z2 0 V25—z2 4 /25—x2
/ / fz,y)dydz + / / :vydyd:v+/ f(z,y)dydx
-5 0 Z2 o, a2 0 242

2

Invierta el orden de integracién usando Fubini.
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Aplicaciones

Ejercicio 9. Calcule usando Fubini

w2 T 2
/ / ben2x W dudy
0 VY

T

Ejercicio 10. Calcule el volumen del elipsoide dado por

2 2

Yy z
*-i-cfzfl}

2
x
E={(z,y,2) eR®: ﬁ—i— b2

Indicacion. Use coordenadas esféricas y cambio de variables.

Ejercicio 11. Calcule el volumen encerrado por el cono parabdlico z? + 32 = 22 y por la bola
B(0,r) con r > 0.

Ejercicio 12. Evalte la integral

// \4x? + y2dxdy
422 —8x+y2<0

Ejercicio 13. Calcule

dxdy

11 -
/o / NCRVE T
Ejercicio 14. Calcule el volumen del sélido que esté limitado por las superficies

z—V12+92=0 v 2z—y—2=0

Ejercicio 15. Hallar el volumen de la regién acotada por los paraboloides

z=a?+7? y z2=10— 2% — 2°

Ejercicio 16. Sea f : R? — R definida por:

by e s (@) # (0,0)
f(@) {0 si (x,y) = (0,0)

Ojo/lf(w,y)dxdy#jjf(x,y)dydw

;, Qué puede decir de este resultado en base al teorema de Fubini?

Pruebe que
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Ejercicio 17. Sea S la regién del primer octante limitada por el plano = + 2y 4+ z = 2 que se
encuentra entre los planos z =0y z = 1.

1. Escriba las integrales iteradas que permiten calcular el volumen de la region.
2. Calcule el volumen que define la integral.
Ejercicio 18. Encuentre el drea de la regién definida por la curva
f(z) = (sen(x) cos(x), — cos®(x) + sen?(x))
en [0, 7].

Ejercicio 19. Calcular

DondeS’z%ﬁ—&-%ﬁ-ﬁ-g:l

Ejercicio 20. Calcular

/// exp — (1122 + 9y? + 1522 — dxy — 2022 + 10y2)*dedydz
s

Donde S = 1122 4 9y? + 1522 — 4y — 202z + 10yz < 100

Ejercicio 21. Calcular

/// exp —(112% + 9y? + 1522 — 4oy — 2022 + 10yz2)
S

dxdydz

V1122 + 9y? + 1522 — day — 20x2 + 10y2

Donde S = 1122 + 9y? 4+ 1522 — 4oy — 20z2 + 10yz < 80

Ejercicio 22. Se define la masa total de un solido, con densidad A(z,y, z), como:

M= /// Az, y, z)dzdydz
v

Ademas se definen las siguientes expresiones:

M, = /// xA(z,y, z)dedydz
v

M, = /// yNz,y, z)dzdydz
v

M, = /// 2A(z,y, z)dedydz
v

El centro de masas corresponde a:

1
C77L == M(an My7 MZ)

Dado lo anterior, se pide que:
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1. Considerando la funcién de densidad A(z,y, z) = 1/ %, calcule la masa total del cuerpo

definido por
V={(z,y,2) €ER®:2? +¢y*> + 22 < 4,2 >0}

2. Calcule el centro de masas para este mismo cuerpo de la parte 1.
Ejercicio 23. Calcular el volumen en R® de

F = {(x1, 20, 23,24, 75) : 25 + 22 + 22 < 1,22 + 22 < 1}

Ejercicio 24. Sea f: A C R?® — R integrable y considere la integral

z2 y

1
_/10/0/f(x,y,z)dxdydz

Escriba la integral recién descrita en términos de integrales triples iteradas de la forma

/// f(z,y, 2)dxdzdy /// F,y, 2)dydzda

Ejercicio 25. Calcular
//(1 + zy)dzdy

s
donde S = S7 U S, definidos por
—1<x<0 0<zrx<1
Sl = 2 52 = 2
0<y<(z+1) 0<y<(z-1)
Reglas de derivacién adicionales
£(1+|z+y|) of of o
Ejercicio 26. Sea f(z,y,z,t) = | (at + log.(t) + z)dt. Calcular %, é, 3—{ en aquellos
ertytz

puntos donde existan.

Ejercicio 27. Considere la siguiente ecuacién integral
u(z) =5+ / sen(u(s) + x)ds
0

En el capitulo 5 se demostré que tiene una tnica solucién en C([0,1/2], R).
Derivando dos veces la ecuacién integral (justifique por que se puede derivar), encuentre la ecuacién
diferencial que satisface su solucién

Ejercicio 28. Considere las funciones

2

9(x) y
F(z) = /0 flz+tat)dt, G(z,y)= /0 g(x,y, 2)dz

Calcule F'(z) y %(Ivy)
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Ejercicio 29. Considere la funcién

x+ct
1 1
u(wt) = Gl + flo-c)+ o [ g
r—ct
) t xtc(t—s)
+2—c/ / F(o,s)dods
0 z—c(t—s)

Muestre que

Pu 0%

e Caz — Tt
u(z,0) = f(z)
ou
S0 = gl)
Ejercicio 30. Se desea resolver la ecuacién de ondas
& 106 _
0x2 ¢ Ot

donde ¢ es una constante distinta de 0.
Haga el cambio de variables € = x + ¢t y n = x — ¢t de modo que se obtenga

o(z,t) = p(&(x, 1), n(x,1))
donde (&, n) es la incégnita. En base a este cambio de variables demuestre que:

¢ _10°¢ _, 0%
0x2 ¢ Ot2  OnoE

(&(z,y),n(z,y))

y en base a este resultado demuestre que toda solucién ¢ de clase C? de la ecuacién de ondas se
escribe

oz, t) = f(&) +9(n)

con f y g funciones de variable real.

Cambio de variables

Ejercicio 31. Sea B, la bola unitaria en R™. Muestre que

Vol(By) =2 [ /1— (22432 + 22)dxdydz.
B3

Tomando coordenadas esféricas muestre que el volumen de By es igual a
/2 27 pl
2/ / / r?sen(¢)\/1 — r2drdfde
—x/2Jo  Jo

y concluya que Vol(B,) = w2/2. En general muestre que el volumen de la bola de radio 7 es
rin2/2.
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Ejercicio 32. Sea f : R® — R™ un difeomorfismo de clase C* (es decir, un homeomorfismo con f y
f~ ! de clase C'), que satisface que f(B) C B, donde B es la bola unitaria cerrada y |detf/(z)| < 1
para todo x € B. Demuestre que para toda funcién continua g : B — R"™ se tiene que

lim g(x)dx =0
k— o0 fE(B)

donde f* es f compuesta consigo misma k veces.

Ejercicio 33. Calcular [ [ dzdy donde S es el dominio limitado por
5
22 2\ 2 2 2
(2 N y) Ty
a b2 h? k2

// 2?ydrdz + 22 zdzdy + x3dydz
s

Ejercicio 34. Calcule

Donde S es la regién que describe el volumen del cilindro 2% + y? = a? entre y los planos z = 0 y
z=2.

Ejercicio 35. Describa el volumen del sélido M acotado por los paraboloides z = 22 + 32 v
z = 5(z% + y?) y los planos de ecuaciones z = 1y z = 5. Calcule el volumen.

22 y? 22
3 — — —_— —
//\/1 <9 +16+25>dzdydz
S

Ejercicio 36. Calcular

2
donde § = & 4 ¥ 4 22 <4,

Ejercicio 37. Calcule el volumen de la regién encerrada dentro de la esfera 22 + y? + 22 =5 y el
cilindro (z — 1)2 + 42 = 1.

Indicacion. Use x = arccos(p) e y = sen(yp).






CAPITULO 4

Topologia Basica

La idea de este capitulo es formalizar conceptos abstractos que son de alta importancia en los
temas que siguen. No es posible entender a cabalidad los temas que vienen a continuacién en este
apunte sin tener claro lo mas basico de topologia, por esto es que preferimos destinar espacio a
estos conceptos.

4.1. Normas y espacios normados

Definicién 4.1. Sea E un espacio vectorial. Una norma en E es una funcién que satisface las

siguientes propiedades:
I E— Ry u{0}

1. Positividad: ||z|| =0< x =0
2. Linealidad: ||Az| = |A|||z|| VA € R,Vz € E

3. Desigualdad triangular: ||z + y|| < ||z| + ||y|| V&, y € E

Al par ordenado (E, | - ||) se lo conoce como espacio vectorial normado.

Ejemplo 4.1. En R” podemos definir muchas normas:

1. Norma 1: |||l = |x1| 4+ ... + |zx]
2. Norma 2 o euclideana: ||| = /22 + ...+ 22
3. Norma infinito o uniforme: ||| = Iln2zix |z
1=1,2,...,m
4. Norma p: ||z, = ¢/|z1]7 + ... + |z,]? para 1 < p < 00
De forma que (R™, ||-]|) con cualquiera de las normas definidas tiene estructura de espacio vectorial
normado.

117
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Demostrar que || - ||2, || - |1 ¥ || - |oo satisfacen efectivamente las propiedades de una norma es tarea
sencilla. Un poco més dificil es demostrar que || - ||, con 1 < p < co es también una norma.

Las normas mencionadas son casos particulares de ||z||,. Las normas 1, 2 e infinito se obtienen
cuando p toma los valores 1, 2 y tendiendo a infinito respectivamente.

Ejemplo 4.2. Para fijar ideas, en R? el dibujo de ||z||, = 1 con p igual a 1/2, 1, 2 y tendiendo a
infinito nos queda de la siguiente forma

> L1

Figura 4.1: Normas en R?

Decimos ||z||, es norma cuando p > 1 pues en caso de que p < 1 no se cumple la desigualdad
triangular.

Sean & = (1,0) e y = (0,1). Si p = 1/2 tenemos que

lzll, = (0% +1]'/%)? =1
lyll, = (1'% +10]"/%)* =1

de lo cual se obtiene |||/, + ||y||, = 2 mientras que ||z + y||, = 4.

Lema 4.1. Sean a,b>0€ R y p,0 >1 € R tales que % + % = 1. Entonces,

la gréafica de esto corresponde a lo siguiente:
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a P b be
51 :/ O'tildO' = i 5 SQ :/ quldp = —
0 P 0 g

De la figura se puede inferir que

ab < S1+85
a’ b’
ab < —+—
p o

Una forma mads rigurosa de demostrar este lema es por medio de la definicién de funcién convexa.
Una funcién f: A C R — R es convexa si

fOz+(1=Ny) <AMf(2)+ (1 =Nfly) Vo,yeA0<A<1

Otro criterio para determinar la convexidad de una funcién de una variable, en caso de que sea
dos veces continua y diferenciable, es determinar que su segunda derivada sea no decreciente
(f"(z) > 0Vx € A).

Tomando la funcién —In(z) (verifique la convexidad mediante la segunda derivada), escojamos
A = 1/p. Entonces por convexidad

|
=
7 N
Q
>
S3
Q
N———
IN
=3
—
Q
>
SN~—
=
~—~
S
Q

I
=
R

%
_|_
|5
~—
IN
I
B
S
=

5
—
S
|3
~—
Y2
g
=
=

IV
Q
S

—
o
[\

~—

Teorema 4.1. || - ||, es una norma.

Demostracion. Debemos demostrar las tres propiedades que aparecen en la definicion 4.1.
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Positividad: |||, > 0 Vz € R"
Primero veamos qué pasa con ||z||, > 0

n 1/p
|zil > 0 Vz; € R = ||, = (Z |l‘z'|p> >0

=1

Luego debe cumplirse que |z||, = 0 < a = 0, entonces si = 0

n 1/p
|z;] =0 Va; e R= [jz||, = (Z |xi|p> =0

i=1

la otra implicancia es como sigue, si ||z||, =0

n 1/p
(lei|p> = (fz1]” 4+ |ea|”) 7 =0
i=1

luego |x;| € Ry y, por definicién, |x;| > 0 ademds de que la suma de elementos positivos es nula
sélo si todos los elementos son nulos

n 1/p
(le”) =@ 4.+ |z =02 =0

i=1

Linealidad: || Az||, = |A|||z]|, V& € R*,A € R
n 1/p
Azl = (Z I/\ﬂfilp)
i=1
n 1/p
= <|>\|”Z|xi">
i=1
= [Alll]],

Desigualdad triangular: ||z +y||, < [lz[l, + [yl, Y&,y € R"

n 1/p n 1/p n 1/p
(z " +y) < (zwp) . (Zw)
=1 =1 =1

S =1

ea p N .
Sl uil <3 (il + [wid)
i=1 1=1

Sean p > 1y x,y € R". Si tomamos un real x > 0 entonces = € R y se tiene que z = |z|. Usando
|4

esta propiedad, reescribiremos (4.1) Escojamos a = = e Y b= =

‘T’;lv‘ﬂ)l/a, entonces la
J
desigualdad nos queda

|i] |yl

1 4] "1 i ’
(s ey e (7 yv|v>1/v§p'<<2@ |x«ﬁ>w> *a’(@? |y-|0>1/ﬂ>
j=11"7 j=1197 Jj=11"J j=1197
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|iyil O 1 T lwlf
e gl e iy i) = o i lagle o 25y lysle
Aplicando )" (-) a la tltima desigualdad obtenemos
i Jrai (412
iy gl e (325 yilo) e p o
n n /e n e
Dbzl < DIl D lwil” (4.3)
i=1 j=1 j=1
Como |x; + yi| < || + |yl
(il + wel)? = (|xi|+|yi|)p:1(\xi\+|y¢\)
[z +wil” < (el 4+ yal)” (2l + [yal)
Aplicando Y7 | (-) a la dltima desigualdad obtenemos
Slwitul? < 3wl + ) ()
i=1 i=1
Yolmityl <Y (al + lya)P Ml + Y (al + i) il
i=1 i=1 i=1
Combinando esto tltimo con la ecuacién (4.3) y como o(p — 1) = p se tiene
n i n % n %_ n é
Shectulr < |(Soine) o () | (St o)
i=1 i=1 i=1 i=1
r 1 17 1
Stetuie < |(Shae) o (Som) | (St )
i=1 i=1 i=1 i=1
n -3 / n 1/p n 1/-[’
(Simrur) = (Sar) o+ (Swe)
i=1 i=1 i=1
n 1/p n 1/p n 1/p
(Seur) < (o) (Swe)
i=1 i=1 i=1
|

Ejemplo 4.3. Si E = {f :[a,b] = R: f es continua } = Cla, b] entonces definimos
[+ lloo : E— RU{0}

[flloc = sup [f(z)]

z€Ja,b]

Ejemplo 4.4. En P = {polinomios de R} definimos

Ipll = [p(D] + [p(0)] + [p(=1)]

lo anterior no es una norma pues no satisface la condicién 1 de norma. En los polinomios de grado
dos si es norma.
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En un espacio vectorial ¥ podemos considerar diferentes normas.

Teorema 4.2. (Equivalencia de normas)
Dos normas ||-]l1 v || -||2 en E se dicen equivalentes si existen constantes ¢1 y ca no negativas tales
que:

alzlh < llzl2 < el Vo € E

Demostracion. Supongamos que || - || y || - ||2 en E son equivalentes.

Tomemos el lado izquierdo de la desigualdad y supongamos que no existe ¢; € Ry que cumpla
al|z|l1 < ||z|l2. Entonces
[EIP

xzeE\{0} HZI?”l o

Escojamos {x, }nen en E tal que {x,} — 0, entonces

2|2
[ |1

Consideremos que ||z,]|1, ||zn|]2 € Ry por lo que esto dltimo lo podemos reescribir como

entonces ||y, |1 =1 e ||y, |l2 = 0 lo que significa que las normas no pueden

Ln

S| )
[EIh

2

Tn
iy

Definamos y,, =
ser equivalentes.

Tomemos el lado derecho de la desigualdad y supongamos que no existe co € R} que cumpla
|z|l2 < co||x|1. Entonces
el _
2B\ (0} |22

Escojamos {z, }nen en E tal que {x,} — 0, entonces

2

|2

Consideremos que ||, ]|1, |||z € R4+ por lo que esto tltimo lo podemos reescribir como

entonces ||y, |1 = 0y ||y, ll2 = 1 lo que significa que las normas no pueden

Ln

—0
[E4IP

1

z,
|2

Definamos y,, = I
ser equivalentes.

|
Cuando a la estructura de espacio vectorial se le agrega una norma, se le dota de propiedades
topoldgicas. Veremos més adelante que si || - ||1 y || - ||2 son normas equivalentes en E entonces
(E,||-l1) v (E, || - |]2) tienen las mismas propiedades topoldgicas.

Definicién 4.2. Dados dos puntos @,y € F definimos la distancia entre & e y por:

d(z,y) = ||z -yl
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Observamos que la nocién de distancia entre dos puntos depende de la norma considerada.

Ejemplo 4.5. En M, «,(R) definimos dos normas

[Alloe = max|a;]
7,7

A = lagl
i

. 2 3 6 7
slA_(4 5)yB_(g 9>
—4 —4 —4 —4
N EE T

4.2. Sucesiones

En el estudio de la topologia de un espacio normado, un rol muy importante es jugado por las
sucesiones. Como en el caso de R uno puede definir sucesiones de vectores en R™.

Definicién 4.3. (Sucesién)
Una sucesion en el espacio vectorial E' es una funcién

N - F
n o — T,

y se anota usualmente como {x, },en. Una sucesion {x,, },en converge a x si
Ve >0, 3n € N tal que ||z, —z| <&, Yn > N
Si una sucesiéon converge a un vector  diremos que este es el limite de la sucesién y se denota
limzx, =x
n
Proposicion 4.1. El limite de una sucesién, cuando existe, es tnico.
Demostracion. Supongamos que limx,, = x; y limx,, = x5. Tendremos que para todo € > 0

existen enteros ny y ns tales que ||z, — x| < €/2 para todo n > n; y ||&, — x| < &/2 para todo
n > ng. Sea m = max{ni,n2} tenemos que

E €
ley — @2l < [y — 2wl + llam —a2fl < 5 + 5 =¢
y esta desigualdad es vélida para todo & > 0, por lo tanto |1 — 23]| = 0 y por las propiedades de
la norma concluimos que &1 = x>. |

Nota 4.1. En adelante escribiremos x,, — « en lugar de lim,, ,, = x para referirnos al limite de
una sucesion.
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4.2.1. Sucesiones de Cauchy

Definicién 4.4. (Sucesién de Cauchy)
Una sucesion {x, }nen se dice de Cauchy si Ve > 0 existe n € N tal que

Hwn _me <eVn,m >N

Nota 4.2. Las nociones de sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy no cambian segin la
norma por la equivalencia de estas.

Proposicién 4.2. Toda sucesién convergente es sucesiéon de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que {@,}nen converge a . Dado € > 0 existird ng € N tal que
||z, — || < e/2 para cualquier n > ng. Entonces

e
[Zn — || < ([0 — 2| + [T — T || < ) +-o=¢eVn,m>ng

N ™

lo cual concluye la demostracion. |

Nota 4.3. En general no toda sucesion de Cauchy es convergente por lo que la reciproca de la
proposicién es falsa.

Ejemplo 4.6. En Q? usamos la norma euclideana. La sucesién definida por

(D)

es de Cauchy pero no converge en Q2.

Ejemplo 4.7. En C[—1,1] dotado de la norma

1l = / (@)l

consideramos la sucesién

1= =) siz >0
f"(x)_{—1+(1+x)" siz <0

Supongamos sin perdida de generalidad que n > m

-1

1 0
1o = fmln = /0|<1—x>”—<1—x>mwdx+/ (14 2)" — (1 + 2)™|dz

0
/ (].—.’L')m|(1—x)”—m_1|dx+/_1(1+x)m|<1+x)n—m_1‘

0

IN

1 0
/ (14 2)"dz + / (14+2)™de <
0

-1 m + 1
es decir,
2
min{n,m} + 1

an - fm”l <
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por lo tanto {f,,} es de Cauchy. Pero {f,} no tiene limite en C([—1, 1]) En efecto, supongamos que
existe la funcién limite que llamaremos f. Entonces

an - f”l njf)o 0

/al fo — fldz < /_11 \fo — flda

1
/ |fn — fldz "=5° 0 Va € [-1,1]

Como
entonces

tomemos a € (0,1]. Como en [a, 1], f, converge uniformemente a 1, entonces
1
/ |1 — fldt=0= f=1en [a,1] Va € (0,1]

por lo tanto f(z) =1 Va € (0,1]. Andlogamente f(x) = —1 Va € [-1,0)
Concluimos asi que f no puede ser continua.

4.3. Espacios de Banach

Definicién 4.5. (Espacio de Banach)
Un espacio vectorial normado E se dice espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy en E converge
en F, es decir

{Zn}neny C E, es de Cauchy = Jz € E tal que x, "I

en este caso E también recibe el nombre de espacio vectorial completo.

Nota 4.4. La gran mayoria de los modelos que se utilizan en modelos matematicos de la ingenieria
se construyen sobre espacios de Banach.

Ejemplo 4.8. (R,|-|). En R toda sucesién de Cauchy es convergente. Esto es una consecuencia
del axioma del supremo.

Ejemplo 4.9. (R™,|| - ||2) es un espacio de Banach. En efecto, si {xx}reny € R™ es una sucesién
de Cauchy, entonces

Ve > 03N €N tal que ||xp — Tll2 < e Vk, I >N

lo que implica que 4 4
|z}, — x| <eVk,m >N Vie{l,...,n}

donde z¥ es la i-ésima componente de ). Por lo tanto la sucesién {z} }ren es de Cauchy en R y
en consecuencia converge. Denotemos por z* su limite. Tenemos asi que dado £ > 0 existe N; que
satisface 4 4 -
|z}, —2'| < —= Vk > N;
vn
escogiendo N = méax{N; : i = 1,...,n} y llamando x al vector (z!,...,2") tenemos finalmente
que
n
ek —zle = | Y |2} —a2']> <eVk >N

i=1

es decir la sucesién xj, converge a x en R”
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Nota 4.5. Es facil ver que
xp — xen (R, || - |2) & o) — 2 Vi€ {1,..,n}

Ejemplo 4.10. (M,xm(R), || - |lc) es completo. Sea {Aj}ren una sucesiéon de Cauchy. Entonces
Ve > 03N € N tal que
”Ak - Am”oo <e€ Vk,m >N

es decir,

mAax |afj —aj| <e

1<i<n

1<j<m
en consecuencia cada una de las sucesiones {afj}keN son de Cauchy en R. Cada una de ellas
converge entonces a un limite que denotamos a;;. De esta manera, dado € > 03N;; > 0 tal que

|afj —a;j| < e Vk > Ny
escogiendo N = max{N;; tal que i =1,...,n, j =1,...,m}, obtenemos
mAax |afj —a;;| <eVk>N
1<i<n
15j<m

o sea, si A = (aij;)
||Ak —AHoo <eVk>n

por lo tanto A, — A. El espacio de matrices de dimensién n x m con la norma | - ||o €s un espacio
de Banach.

Ejemplo 4.11. (C([a,b],R),||-||s) es un espacio de Banach. Sea { fy, }nen una sucesién de Cauchy.
Dado € > 0, 3N € N tal que

Il fe = fmlloo = sup |fe(z) — fm(z)| <& Vk,m >N

z€la,b]
en particular, para cualquier x € [a,b] se tendrd que
|fu(x) = fm(z)| < € Vk,m > N

es decir, Vx € [a, b] la sucesion { [, (z)}nen es de Cauchy en R, y por lo tanto converge a un limite
que llamaremos f(x)

lm f(z) = f(z)

k—o0
De esta manera, hemos definido una funcién f : [a,b] — R. Probaremos que esta funcién es el
limite de la sucesién {f,} en C([a,b],R).
Teniamos que dado € > 0, AN > 0 tal que

|fe(z) = f(z)| < e Vk,m > NVz € [a,b]
lo que implica que
|fu(z) — f(x)] < e Vk > N Vx € [a,b]

y entonces
Ifr = fllo <& VE>N.

Con esto hemos probado que
ll-lleo
fo =0
es decir, f es el limite uniforme de las funciones continuas f,,. Para concluir la demostracién de
que (C([a,b],R),] - |lco) es Banach debemos probar que f es continua.
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Proposicién 4.3. El limite uniforme de funciones continuas de la forma f : [a,b] — R es una
funcién continua.

Demostracion. Sea {fy}nen una sucesién de funciones continuas en [a,b] que converge uniforme-
mente a una funcién f. Sea xy € [a,b] y € > 0, entonces existe N tal que

9
e = flloo < 5 VE> N

en particular tendremos que
€
|fn(2) = f(z)] < 3 Vz € [a, b]

pero fx es una funcién continua y por lo tanto 3§ > 0 tal que si | — x| < J entonces

|fn(z) = fn(zo)] < %

Con todo esto obtenemos que si |x — xg| < &

[f(@) = flxo)l < |f(2) = In(@)| + |fn (@) = fn(@o)| + [ (20) = f(z0)]
e € €
< 44 =
= 3 + 3 + 37¢
Es decir, f es una funcién continua. |
Con esto concluimos que (C([a,b],R), || - ||sc) €s un Espacio de Banach.

4.4, Subsucesiones

Definicién 4.6. (Subsucesion)

Sea {@,, }nen una sucesién en un espacio normado (E, || - ||). Consideremos una funcién f: N — N
estrictamente creciente, es decir, n < m = f(n) < f(m). Entonces, la nueva sucesion { ¢ fren
se llama subsucesién de {z,}. A menudo se anota n; = f(k) y as{ la subsucesién se anota como

{wnk}kGN-
Ejemplo 4.12. Las sucesiones siguientes

(G AGT AT

neN
son subsucesiones de {(f%)n}neN

Ejemplo 4.13. La sucesién {x,} C R? definida por

(o (2))

no converge. Sin embargo la subsucesién {xa, }nen si converge y lo hace a (1,¢) € R2. La subsuce-
si6n {11 }nen también converge, pero a (—1,e) € R2. Por otra parte la subsucesién {3, }nen
no converge (nétese como cambia el signo de (—1)*") para los valores k = 1,2, 3).

n 1 n

Ejemplo 4.14. La sucesién @, = (2", 7, 57) € R3 no converge. En este caso {x, }nen no tiene

subsucesiones convergentes.
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Ejemplo 4.15. En el espacio de Banach (C([0, 1], R), ||-||c) consideremos la siguiente sucesion:

1
0 ;0 < z < el
ful(2) l+(n+)nz—-1) ,-1 < z < 2
n\l) = 1 1
I-(n—-1)(nx-1) ,- <z < =
0 A <z <01

Para esta sucesion se cumple que:

v [fulle =1Vn€EN
* [[fo— fatilloo =1Vn €N
| fn— fille =1V #k

Entonces { f,} no converge y ninguna subsucesién puede hacerlo, pues no son de Cauchy.

Esto muestra que en (C([0, 1], R), ||-||) hay sucesiones acotadas que no tienen subsucesiones con-
vergentes. En particular mostramos que B = B(0,1), la bola unitaria cerrada, no es compacta.

Teorema 4.3. Sea {x, }nen una sucesion en un espacio normado. Entonces {x, }nen converge a
x si y solo si toda subsucesion {Tn,, tnen de {Tn}nen converge a x

Demostracion.

(«<): Directo pues {x, }nen es una subsucesion {x, }nen.

(=): {&n}nen converge a x, entonces Ve > 03N € N tal que

|z, — x| <e¥n>N

Sea {@n, }nen una subsucesion de {x, }nen entonces Ik € N tal que ny < ng < ... <ng < ngg1 <
Nng+2 < .... Entonces
|zn, —x|| <eVk>K

Por lo tanto {@,, }nen converge a x. [ |

El siguiente es un teorema fundamental en la topologia de R que puede extenderse a R™.

Teorema 4.4. (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua tal que f(a) y f(b) tienen signos
contrarios, entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0. Escojamos
¢ € (a,b) y de esto se tienen tres casos:

1. f(c¢) < 0y nos restringimos al intervalo [a1,b;1] con a; = cy by = 0.
2. f(¢) = 0 en este caso concluye la demostracién.

3. f(¢) > 0 y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con a; =ay by =c.

Para los casos 1. y 3. consideremos intervalos [an, by] C [an—1,bn—1] C ... C [a, b] tal que f(a,) <0
y f(bn) > 0. Escojamos para cada intervalo un ¢ que es punto medio y asi cada intervalo es la
mitad del anterior. De esta forma, b, — a, = 1’2%“ y para n — oo se tendrad que a, — b, = 0y
Hmn—>oo Ap = Hmn—>oo bn-
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Sea ¢ = lim,,_,  a,, por ser f continua

fley=f ( lim an) = lim f(an)

n—oo n—00

como f(an) < 0 tenemos que lim,_, f(a,) < 0.
Andélogamente si tomamos

f(&) = (lim b,) = lim f(b,)

como f(by) < 0 tenemos que lim,, o, f(a,) > 0. Se concluye entonces que f(c) = 0. |

Teorema 4.5. (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R™)
Toda sucesion acotada en R™ tiene a lo menos una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién acotada en R™. Para cada componente de la sucesién se
tiene {z?, };en que corresponde a una sucesién acotada de nimeros reales. De acuerdo al teorema
1.3, {z}, }ien tiene a lo menos una subsucesién convergente {x! . }ien. Esto es, si {z},} —a’ €R
i i

entonces {7, } - b e R. A

Sea Ay C Ny aj € A, entonces lim,e4,{zl} = a!. En forma aniloga, sea Ay C Ay, entonces
limy,c 4, {z}} = ab. Podemos construir la inclusién A, C A, _; tal que A,, C Ny limpca,{z}} = d}
para j € {1,...,n}. Definiendo a = (ay,...,a,) se tiene que lim,c 4, {x,} = a, lo que concluye la
demostracién. ]

4.5. Conjuntos abiertos y cerrados

El conjunto bésico con el cual definimos la topologia de un espacio normado es
B(xzg,e) ={x € E: ||l — x| < &}
que recibe el nombre de bola abierta de radio € y centro xg.

Definicién 4.7. Un punto @ € E es interior a C si existe ¢ > 0 tal que B(x,¢) C C. y un conjunto
A C FE se dice abierto si:
Vo € A,3e > 0 tal que B(x,e) C A

Proposiciéon 4.4. Un conjunto es abierto < todos sus puntos son interiores.

Proposicién 4.5. (Propiedades de los abiertos)

1. Si Ay, A, ..., A, son abiertos entonces ();_; A; es abierto.
2. Si {Ai}ier es una familia de abiertos entonces [ J;; A; es abierto.

3. F es abierto, @ es abierto.

Sea 7 = {A C E : A es abierto}, 7 se conoce como topologia en E gracias a que satisface las
propiedades 1,2 y 3 de los abiertos.

Definicién 4.8. Sea A C E. Un punto « € E se dice punto de acumulacién de A si

Ve >0 AN (B(zx,e)\{z}) # 2
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Nota 4.6. Para ser punto de acumulacién de A no es necesario pertenecer a A. Por otra parte,
no es suficiente estar en A para ser de acumulacion.

Ejemplo 4.16.

1. Sea A = (0,1). Entonces = 0 es punto de acumulacién de A.
2. Sea A= (0,1) U {3}. Luego = = 3 € A, pero z no es punto de acumulacién.
Definicién 4.9. A C F es cerrado si A contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Proposicién 4.6. A CR" es cerrado si y sélo si:

Para toda sucesion {zr}rey CA: ((xr — x) = x € A)

Demostracion.
(=): Supongamos que A es cerrado. Sea {xy }reny C A una sucesion cualquiera tal que lim xp, = @.
T —T

Queremos demostrar que & € A. Supongamos que no, es decir, que & € A®. Como A es cerrado,
existe € > 0 tal que B(z,e) C AC. Por otra parte, de la definicién de limite, existe ky € N tal que
xy, € B(x,¢) para todo k > ko, lo que es imposible pues x; € A.

(«): Para demostrar la reciproca probemos la contrarreciproca. Es decir, si A no es cerrado en-
tonces existe una sucesién {@y }rey C A que converge a ¢ y @ & A.

Como A no es cerrado, A no es abierto, entonces existe un punto & € A tal que
Para todo € > 0 se tiene B(x,e) N A # &

Esta proposicién nos permite construir una sucesiéon {x;} C A de la siguiente manera: para cada
k € N tomamos € = 1 entonces, como B(x,1/k) N A # @, podemos elegir @), € B(x, 1) y ) € A.

Por definicién esta sucesién converge a @, concluyendo la demostracién pues x ¢ A. |
Teorema 4.6. A C FE es cerrado < AC es abierto.

Demostracion.

(=): Supongamos que A es cerrado. Sea = € A®, entonces  no es punto de acumulacién de A,

por lo tanto existe £ > 0 tal que
AN(B(z,e)\{z}) =2

pero esto es equivalente a B(x,¢)\{x} C AY y como ademés & € AY, tenemos que B(x,s) C A%,
y por lo tanto A es abierto.

(<): Supongamos ahora que A® es abierto. Sea = € F punto de acumulacién de A. Debemos
demostrar que & € A. Por contradiccién, si & € A€, como es abierto,3e > 0 talque

B(xz,e) CA= B(z,e)NA=0 = B(z,e)\{z} NA=0 =<«
tenemos una contradiccion, pues x es punto de acumulacién de A. Por lo tanto x € A. [ |

Ejemplo 4.17. R™ y el conjunto vacio &, son conjuntos abiertos. Atin cuando R™ es obviamente
abierto, el caso del conjunto vacio requiere una reflexién. Si @ no es abierto entonces existe &y € &
para el cual B(xg,r) NR™ # &, para cada r > 0. Esto es absurdo pues no hay elementos en &.

Ejemplo 4.18. El conjunto A = {(x,y) : > 1} es un conjunto abierto. En efecto, si (z,y) € 4
entonces B((z,y), 51) C A.
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Ejemplo 4.19. Si g € Ry r > 0 entonces B(xo,r) es un conjunto abierto. En efecto, si x €
B(zg,r) entonces B(z, (r — ||z — zol|)/2) C B(zo,r). Usando la desigualdad triangular muestre la
veracidad de esta ultima afirmacién y haga un dibujo.

Definicién 4.10. Diremos que A C R” es un conjunto cerrado si A® es abierto.

Nota 4.7. Los conjuntos R" y & son abiertos y cerrados. También notamos que hay conjuntos
que no son abiertos ni cerrados. Ver ejemplo a continuacion.

Ejemplo 4.20. Sean A= {1 :n e N} y B= AU{0}. Entonces:

1. Ano es cerrado. En efecto A no es abierto, pues 0 € A® y (¥r > 0) B(0,7) € A®. Cualquiera
sea r > 0 se tiene que

(3n € N) tal que % <r
Es decir, £ € B(0,r).
2. A no es abierto pues 1 € A, pero (Vr > 0) B(xg,r) Z A.
3. B es cerrado y no es abierto.

Teorema 4.7. Sean || - ||1 v || - ||z dos normas equivalentes en el espacio E. A C E es abierto en
(E,|| - l1) & A es abierto en (E, || - ||2).

Demostracion.
(=): Recordemos que existen constantes ¢; > 0, ¢o > 0 tales que

allelly < ez < czf, Vo € E
Supongamos que A C E es abierto en (E, || - ||1).Sea « € A, entonces existe € > 0 tal que
{yeE:|lz—yl1<e}CA

pero entonces
{fyeE:llz-yla<ac}C{ycE:lz—-ylh<efC A

o sea, encontramos c; > 0 tal que
By, (x,ec;) € A

Asi que todos los puntos de A son interiores con la norma || - ||2 1o que implica que A es abierto en
(B[ - [l2)-

(<): Tarea. u
Nota 4.8. Todas las nociones que se definan a partir de los conjuntos abiertos de (E, || - ||) quedan
inalteradas cuando se cambia || - || por una norma equivalente.

Definicién 4.11. Sea A C E. Definimos los siguientes conjuntos

1. Derivado de A:
der(A) = {z € E : « es punto de acumulacién de A}

2. Adherencia o cerradura de A:
adh(A) = AUder(4) = AU{x € FE : « es punto de acumulacién de A}
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3. Interior de A:
int(A) = {x € A: @ es punto interior de A}

4. Frontera de A:
fr(A) = adh(A) \ int(A)

Nota 4.9. int(A) C Ay A C adh(A4). Observamos que un punto adherente de A no necesita estar
en A, asi mismo un punto de acumulaciéon y un punto frontera no necesitan estar en A.

Se obtiene de las definiciones la siguiente proposicion:
Proposicién 4.7. A es abierto si y sélo si A =int(A4) y A es cerrado si y sélo si A = adh(A).

Ejemplo 4.21. En R sea A = [1,2) U {3}. Entonces: der(4) = [1,2], int(4) = (1,2), adh(A4) =
[1,2)U{3} vy fr(4) = {1,2,3}.

Ejemplo 4.22. Demuestre que x € adh(A) si y sélo si existe una sucesion {xytren C A tal que
limy oo T = .

Solucion.
(=) A es cerrado, entonces toda sucesién convergente en A tiene su limite en A.
Sea la sucesién {xp},keN:z, >z =z A

xp — x < Ve > 03kg € N:VEk > ko, x € B(x,¢)

Pero x, € A, entonces Ve > 0 B(x,e) N A # & = x € adh(A). Sabemos que A es cerrado, lo que
en otras palabras es A = adh(A) lo cual implica que € A.

(<) Toda sucesién convergente del conjunto A tiene su limite en el conjunto, entonces A es cerrado.
Supongamos que & € adh(A), entonces se tiene que

B(x,e)NA# @ Ve >0

Escojamos € = 1/k, entonces debe tenerse
B(x,1/k)NA# o Vk e N

lo que implica que existe x; perteneciente a B(x, 1/k)N A para todo k € N. Entonces, {x} estd en
Aylimg ooz = O

4.6. Conjuntos compactos

Motivacién: Podemos pensar en los conjuntos compactos como aquellos que tienen un radio fini-
to o mejor dicho cuyas dimensiones son acotadas. En diversos problemas de ingenieria es comuin
encontrarse con problemas de maximizaciéon o minimizacién. Si maximizamos o minimizamos de-
terminada funcién sobre un compacto gracias a algunos teoremas, que veremos en el capitulo
siguiente, nos aseguramos de que la solucién existe.

Definicién 4.12. (Conjunto compacto)
En el caso de conjuntos de R™, como ya veremos a continuacion, podemos decir que C' C R"” es
compacto si es cerrado y acotado a la vez.

De forma general un conjunto C' C R™ es compacto si para toda familia de conjuntos abiertos
{Ai}ien tal que C' C |J;cp As, existe un subconjunto finito A* C A tal que C' C [J;cp- Ai- Esto
es, un conjunto C' es compacto cuando toda cobertura por abiertos de C' tiene una subcobertura
finita.
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Si suponemos que un conjunto C* es compacto se demuestra por contradiccién que no lo es si
encontramos una cobertura por abiertos de C* que no tenga una subcobertura finita.

Ejemplo 4.23. Para fijar ideas, consideremos los siguientes conjuntos:

1. (0,1) en los reales no es compacto, ya que la cobertura por abiertos {(%,1),71 € N} no
tiene una subcobertura finita. Notemos que (0,1) tiene una cobertura por abiertos definida
por J;en 4i = (3,1) U (3,1) U...U(,1). Sin embargo, no existe una subcobertura finita
por abiertos que cubra completamente a (0, 1). Esto tltimo es porque el infimo de cualquier
subcobertura finita puede acercarse a cero pero, en la medida que la cantidad de elementos
de la subcobertura sea finita, el valor del infimo queda “lejos” de cero y entonces es posible
converger y acercarse lo suficiente a cero en la medida que la cantidad de elementos de la
subcobertura tienda a infinito.

2. [0,1) en los reales no es compacto, ya que la cobertura por abiertos {(—1,1 — %), n € N} no
tiene una subcobertura finita. En este caso el extremo derecho no es cerrado por lo que se
puede construir una sucesién que converge a uno y este hecho impide que el conjunto tenga
una cobertura finita.

3. [0,+00) en los reales no es compacto, ya que {(—1,n),n € N} no tiene una subcobertura
finita. En este caso se puede construir una sucesion que no converge y tiende a infinito lo
cual impide que el conjunto tenga una cobertura finita.

4. 10, 1] en los racionales no es compacto pero si lo es en los reales. En el caso de los racionales
{[£,1],n € Q} no tiene una subcobertura finita.
Este caso debe ser analizado aparte, pues la cobertura abarca completamente el conjunto [0, 1]
en los racionales pero no tiene subcobertura finito alguno. Para el caso en que [0, 1] se define
en los reales se puede razonar por contradiccién: Supongamos que [0, 1] tiene una cobertura
por abiertos (J;., A; pero no existe un subcobertura finita por abiertos (J;c . 4i de [J;c, A
Entonces [0, %] y [%, 0] no pueden ser cubiertos por | J;c,~ Ai. Digamos, de manera arbitraria,
que [ay,b1] es cualquiera de estos dos intervalos y entonces [a1, 3 (b1 — a1)] y [5(b1 — a1), bi]
tampoco pueden ser cubiertos por (J;c,. Ai. Digamos que [az, by] es cualquiera de estos dos
intervalos y asi mediante un razonamiento inductivo se pueden definir dos sucesiones {a;}" ;
y {b;}1, en [0, 1] tales que

np, S An41 < bn+1 S bn

1
bn — anp = 27
U Az C [an,bn]
PEA*

Las primeras dos ecuaciones nos dicen que, intuitivamente, es posible encontrar un valor
¢ € 10,1] tal que ¢ = (= [a;,b;] v la tercera ecuacién nos dice que [a,,b,] no puede ser
cubierto por UieA* A;. Supongamos que ¢ € UZ-GA* A;, entonces ¢ estd contenido en un
abierto y ademds se tiene que lim,, o a, = lim, ;o by, = ¢, entonces [ay, by,] € [J;cp- Ai en
la medida que n — oo y esto nos dice que efectivamente [a,,b,] es cubierto por [J;c . A
Llegamos a una contradiccién y por definicién [0, 1] es compacto, luego es posible concluir
que toda cobertura por abiertos del conjunto tiene una subcobertura finita.

Definicién 4.13. (Conjunto secuencialmente compacto)

Sea C' C R", diremos que este conjunto es secuencialmente compacto si toda sucesién convergente
en C' tiene una subsucesién convergente en C. La misma definicién aplica si reemplazamos R™ por
un e.v.n. E.
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Teorema 4.8. Todo conjunto S C C cerrado es compacto si C C R™ es compacto.

Demostracion. Sea S cerrado y {A; }iea una cobertura por abiertos de S, entonces {A;};cn USC es
una cobertura por abiertos de C. Como C es compacto, tiene una subcobertura finita por abiertos
{A;}iea~ U SC que ademds es una subcobertura finita por abiertos de {4;};ca U S¢. Entonces,
{4;}iea~ es una subcobertura finita por abiertos de {4;};ea lo que concluye la demostracién. W

Teorema 4.9. Si C C R™ es compacto, entonces C' es cerrado y acotado.

Demostracion. Para demostrar que es acotado, partamos de la base que C' es compacto y diferente
de vacio. Por definicién, sea {A;};ca una cobertura por abiertos de C, entonces necesariamente
esta cobertura tiene un subcobertura finita {4;}:ca- tal que C C [J;cp- As. Sea n = max;ea~ i,
entonces C' C U:-L:l A;, como A* tiene mdximo, C estd contenido completamente en una unién
finita lo que demuestra que es acotado. El razonamiento no es vélido si C' no es una parte finita
de R™ pero ese no es el caso que debemos demostrar.

Ahora debemos demostrar que C es cerrado. Los casos C = R™ y C' = @ significan que no hay nada
que demostrar. Supongamos que C NR™ = C, entonces escojamos € C' e y € CC. Se tendra que
dado € > 0 existe B(x,¢) tal que B(x,e) N B(y,e) = &, por ejemplo, si escogemos & = %d(:c,y).
Sea {A;}ica una cobertura por abiertos de C, debe existir {A;};ca- C {A;}iea que corresponde a
una subcobertura finita por abiertos de C'. Definamos €* = mingey4,} d(x,y) : i € A* y entonces
B(y,e")NCY # @y B(y,e*) C C por lo que C¢ es abierto, lo que concluye la demostracién. B

Teorema 4.10. (Heine-Borel)

Sea C C R™. C' es compacto si y sdlo si es un conjunto cerrado y acotado.
Demostracion.

(=): Esta implicancia ya fue demostrada en el teorema 4.9.

(«): Si C es acotado, existe € > 0 tal que C C B(x,¢) para x € C. Entonces, C corresponde a un

subconjunto cerrado del rectdngulo [a,b] X ... X [a,b]. Escojamos a = min{z; —e,i =1,...,n}y
b=méix{x;+e,i=1,...,n}, con lo cual [a,b]” es compacto y el teorema 4.8 permite concluir que
C es compacto lo cual finaliza la demostracién. |

Nota 4.10. Establecer que un conjunto compacto debe ser cerrado y acotado y viceversa nos
da una relacién de si y sélo si que puede extenderse a todo espacio de dimensiéon finita, pero en
espacios de dimensién infinita es falsa. De hecho, la demostracion del teorema de Heine-Borel que
hicimos sélo es valida con n € N, es decir 1 < n < oo.

Proposicion 4.8. En R" las siguientes propiedades son equivalentes:

1. C C R™ es compacto.
2. C C R" es cerrado y acotado.

3. Toda sucesion en C' C R™ tiene una subsucesiéon convergente.

4.7. Consecuencias de la compacidad

Daremos algunas consecuencias no menores que resultan de los conjuntos compactos. Su impor-
tancia radica en la existencia de elementos que maximizan o minimizan funciones cuyo dominio es
compacto.
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Teorema 4.11. Sea f : U C R™ — R wuna funcion continua. Si C C U es compacto, entonces
f(C) es compacto.

Demostracion. Escojamos arbitrariamente cualquier familia de conjuntos abiertos tales que f(C) C
Uiea A, es decir estamos fijando una cobertura por abiertos {4;}ica de f(C). Se tendra que C' C
S Usen 4i) = Usea f1(A)), lo cual significa que existe una subcobertura finita (J;c 5. f 71 (4;)
de C, con A* C A. Entonces, f(C) es compacto ya que f(C) puede ser cubierto por una cantidad
finita de elementos de {A;}ica. |

Definicién 4.14. Sea f : U C R™ — R™ una funcién no necesariamente continua. Diremos que f
alcanza su maximo (respectivamente minimo) en U, si existe xj; € U (respectivamente ., € U)
tal que f(x) < f(xn) (respectivamente f(x,,) < f(x)), para todo « € U.

De esto se obtiene un corolario importante:
Corolario 4.1. Toda funcion continua f : C C R™ — R definida en un conjunto compacto C

alcanza su mdximo y su minimo en C'.

Demostracion. Como f es continua, f(C) es compacto. De esta forma, f(C) es cerrado y acotado.
Por ser f(C) acotado, existe ' = inf{x : @ € f(C)} y «* = sup{x : ¢ € f(C)}. Por definicién
de fnfimo y supremo, podemos construir las sucesiones {z! },en C f(C) v {x5}nen C F(C) que
convergen, respectivamente, a ' y &*. Por ser f(C) cerrado, =’ y x* estdn en f(C), lo cual concluye
la demostracion. |

A partir del corolario 4.1 se tiene la siguiente consecuencia:

Corolario 4.2. En R" todas las normas son equivalentes.

Demostracion. La demostracién ya fue hecha para el teorema 4.2. El corolario proviene de que las
normas definen funciones continuas (la demostracién de esto queda de tarea). Definiendo S = {x €
R™ : ||z|| = 1} se define un conjunto cerrado y acotado en (R™, || - ||) para cualquier norma. Sobre
este hecho, los teoremas 4.9 y 4.1 permiten concluir la equivalencia. |

Definicién 4.15. Sean (E,|-||g), (F,||-||r) espacios vectoriales normadosy f: AC E — F. f es
uniformemente continua en A si

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € A) tal que [l —yllp <0 = [|f(z) - f(y)lr <e

Nota 4.11. En el caso de la continuidad uniforme cambia el orden de los cuantificadores. La razén
de esto es que en la continuidad uniforme el valor de § no depende del & que se escoja.

Proposiciéon 4.9. Si f es uniformemente continua en A, entonces f es continua en A. La reciproca
es, en general, falsa. Un claro ejemplo de esto tltimo es que la funcién f(r) = 22 es continua pero
no es uniformemente continua en R.

Finalizamos esta seccion con el siguiente teorema:

Teorema 4.12. Sean (E,|-||g) v (F,||'||r) espacios vectoriales normados.
Sea f: AC E — F continua y A compacto. Entonces f es uniformemente continua en A.

Demostracion. Supongamos que f no es uniformemente continua en A. Entonces

Fe>0Vi>03qr,yc Atal que [|[x —y|lg < A ||f(x) — f(Y)|lr>e
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Sea n € N, tomamos 6 = 1/n > 0y escogemos ,,y,, € A tales que

1
ln = ynlle < — A f(@n) = flyn)llr > ¢

Como {xp }neny € Ay A es compacto, existe una subsucesion {z,, }nen de {zn }nen que converge

aun x € A. A su vez la sucesién {y,,, }ren C A posee una subsucesién {ynkl}lEN convergente,

Yn, — Y € A. Notemos que {x,, } es una subsucesién de {x,, } y por lo tanto también converge
l

a x. Lo anterior implica que (zcnkl - ynkl) — (@ —y) cuando I — oo, pero por otra parte tenemos
que

1 1
||$" _ynHE < ﬁvn EN = ||w7lkl - y'flkL”E < rk; —0

es decir, (:cnkl ~ Y, ) — 0 cuando [ — oo lo que implica que = = y.
1
Por la eleccion de las sucesiones tenemos que

1 (®n,) = f(yn, )l >eVleN

Tomando limite cuando | — oo y gracias a la continuidad de f obtenemos que

If(®) = f(y)lr=e>0

lo que es imposible pues x = y. |

4.8. Conjuntos convexos

Motivacién: La importancia de los convexos es que estos se pueden separar matemaéaticamente
y sus propiedades de separacién nos sirven para demostrar que la solucién de un problema es la
mejor de todas las soluciones posibles. Retomaremos esta idea en los capitulos siguientes.

Definicién 4.16. Un conjunto C' es convexo si el segmento que une dos puntos pertenecientes al
conjunto también pertenece a C'.

Figura 4.2: Conjunto convexo y no convexo respectivamente

De manera formal, un conjunto C' es convexo si dados dos elementos x,y € C' y un nimero real
A € [0,1] se cumple
zeCeoz= x+(1- Ny (4.4)

Es decir, (4.4) es una combinacién lineal que define un segmento de extremos x, y.

Definicién 4.17. Sean @1,...,, € R™ y Ai,...,\, € R tales que Y ., \; = 1. El vector
Yy = E?:l A;x; es una combinacién convexa de x1,...,Z,.

Proposiciéon 4.10. Todo espacio vectorial define un conjunto convexo.
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Demostracion. No es necesario demostrar. Como todo espacio vectorial, por definicién, es cerrado
para la suma y la ponderacién por escalar se tiene que es convexo. |

Ahora que ya tenemos la definicién de convexidad podemos agregar algo més sobre las normas. Ya
habiamos senalado que en el caso de la norma p se debe cumplir que p > 1 porque ademas de la
desigualdad triangular se debe cumplir que el conjunto

C={xecR":|z|, <a acR}
debe ser convexo. Con p < 1 se tiene que C no es convexo y el ejemplo 4.2 es 1itil para fijar ideas.

Proposicién 4.11. Sea C C R™ convexo. Entonces int(C) y adh(C) son convexos.

Demostracion. Sean x,y € int(C) y z = Az + (1 — A)y. Dado que x,y son interiores a C, existe
r > 0 tal que B(zx,r), B(y,r) € C.

Sea v € R" y |lv|| < r, entonces & + v € B(zx,r) y ademds y + v € B(y, r). Luego

z+v = Az+(1-Ny)+ Qv+ (1-Nv)
= AMz+v)+(1-N(y+v)

Tenemos que z + v € C dado que C es convexo. Definamos v = zy — z tal que z¢g € B(z,r),
entonces ||v|| < r y se obtiene zg = z + v € C. Por lo tanto B(x,r) C C, z € int(C) y llegamos a
que int(C) es convexo.

Supongamos ahora que x,y € adh(C). Sean z = Ax + (1 — ANy y 7o > 0, entonces existen
v,w tales que ||v| < ro, ||w| < 1o, x+v € C y ademds y + w € C. Llegamos a que 2o =
AMx+v)+ (1= N)(y+w) € Cypor lo tanto ||zg — z|| < Aljv]| + (1 — N)||lw]|| < 79, z € adh(C)
que permite concluir que adh(C) es un conjunto convexo. |
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4.9. Ejercicios

Base algebraica y geométrica de R"

Ejercicio 49. Sean xg,x1,...,x,_1 € R" tales que 1 — xq, ..., L,_1 — €o son linealmente inde-
b) ) b b bl
pendientes. Probar que existe exactamente un hiperplano conteniendo a xg, ®1,..., 2, _1.

Ejercicio 50. Sea x un vector cualquiera de R™ y d es un vector unitario:

1. Demuestre que = y + z, donde y es un multiplo de d y z es perpendicular a d.
2. Demuestre que los vectores y y z de la parte 1. estdn determinados univocamente.

Ejercicio 51. Sea A € M, «,»(R) una matriz simétrica.

1. Pruebe que existen vectores eq,...,e, € R" A;,..., A, € R tales que:

Ax = Z Ni(x - e;)e; Vo € R”.
i=1

Indicacion. Piense en los valores y vectores propios de A.

2. Pruebe usando lo anterior que |Az| < C||z|.

Normas y conjuntos en un e.v.n

Ejercicio 1. Dados dos conjuntos A, B en un espacio vectorial normado F, demuestre

—

. int(AN B) =int(A4) Nint(B)
2. int(A) Uint(B) C int(A U B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad)
adh(A U B)) = adh(A) U adh(B).

- W

adh(AN B)) C adh(A) Nadh(B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad).

o

adh(A) = int(A) U fr(A4)
A C B=int(A) C int(B) y adh(A) C adh(B)

N

int(A) N B = @ < int(A) Nadh(B) = @
8. adh(A) = Ey int(B)NA =2 = int(B) = @
9. int(AC) = (adh(A))C
10. (adh(A®)) = (int(A))¢
Ejercicio 2. Sea
A={(ry) €B: (z =1 +y? = Az < 1)

Determine int(A), adh(A), fr(A) y deduzca si A es un conjunto abierto o cerrado.
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Ejercicio 3. Sea F el espacio vectorial de los polinomios de una variable real con coeficientes
reales. Definamos la funcién || - || : £ — R por

— 4 Vpe E
[Ip]] ax. Ip(z)| Vp

1. Demuestre que || - || es una norma en el espacio E.
Hint: Use que un polinomio tiene exactamente tantos ceros como el grado, excepto si es el
polinomio nulo.

2. Considere la funcién ¢ : £ — R definida por
l1(p) =p(1/2) para todo p € E
Demuestre que:
3. la funcién ¢, es lineal y verifica la desigualdad:

JK € R tal que |[¢1(p)| < K||p|| para todo p € E

4. La funcién ¢; es continua.
Ejercicio 4. Sea A € M,,,, una matriz invertible. Se define n : R — R como
n = x| + [|Az]
Demuestre que n es una norma

Ejercicio 5. Dada una norma || - || en R™ y una matriz A de n x n invertible. Demuestre que la
funcién ||z||* = ||Ax|| es una norma en R™.

Conjuntos abiertos y cerrados

Ejercicio 6. Analice el interior, la adherencia, el derivado y la frontera de
- 3 1 —(/(3 1
A= U B (<2k+1’0) ) 2k+1) UB <<4’0) ’4> ’
k=2

Ejercicio 7. Demuestre que:

1. adh(A) es un conjunto cerrado.
2. int(A) es un conjunto abierto.

3. adh(A) es el cerrado méas pequelo que contiene a A y a su vez int(A) es el abierto mas grande
contenido en A.

4. R™\ int(A) = adh(R" \ A).

Ejercicio 8. Pruebe que en general no se tiene que int(adh(A)) = A. Para esto siga los siguientes
pasos:

1. Pruebe que adh(Q) = R.
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2. Pruebe que int(R) =R
3. Concluya.
Ejercicio 9. Sean A, B C R". Se define A+ B={xz:x=a+b,ac Abe B}.

1. Demuestre que A + B es abierto si A es abierto
2. Dé un ejemplo en R donde A y B sean cerrados pero A + B no sea cerrado.
Ejercicio 10. Verificar que el conjunto

A= {(v,y) € R? : 22 + xy < z} es abierto en R?

Ejercicio 11. Encontrar en R? un conjunto que no sea abierto ni cerrado.

Ejercicio 12. Sea d la distancia en R", asociada a alguna norma en R” (d(z,y) = ||z —y||). Sean
A CR"”y B CR" dos conjuntos no vacios, demuestre:

1. C={z e R":d(xz,A) = d(x, B)} es cerrado
2. D={z € R":d(x,A) < d(x, B)} es abierto donde d(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}.

3. Si Ay B son cerrados y disjuntos entonces existen dos abiertos no vacios U y V tales que
ACcUyBCVyUNnV=g.

Ejercicio 13. Dada una matriz A de 2 x 2 considere su determinante y demuestre que el conjunto
B ={A € M2(R) : A es invertible}

es abierto.
Indicacion. Identifique Ms(R) con R*.
Sucesiones en un e.v.n

Ejercicio 14. Cousidere el espacio vectorial C([0,1],R) de las funciones continuas f : [0,1] — R.
Definamos la sucesion { f} por:

1 sizel0,1/2]
fe=14 -2 —1/2)+1 sizec(1/2,27F+1/2]
0 sixe27F4+1/2,1]

1. Verificar que fi, € C([0,1],R) Vk € N.

1
2. Se define la norma | - ||y en C([0,1],R), como || f|l1 = [|f(z)|dz. Demuestre que para esta
0
norma {fi} es de Cauchy y no es convergente.

3. Sea A([0,1],R) el espacio vectorial de las funciones acotadas de [0,1] en R, dotado de la
norma || - ||, definida por || f]lec = sup |f(x)|, demuestre que {fi} es convergente en este

z€[0,1

espacio.
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Ejercicio 15. Sea || -||; una norma en el e.v. E'y {aj} una sucesién de Cauchy respecto de dicha
norma. Demostrar que si || - |2 es otra norma en E equivalente a || - |1, entonces {ax} es sucesién
de Cauchy también respecto a || - ||2.

Si E es Banach respecto a || - ||1. ;Se puede decir que es Banach con || - ||2?

Ejercicio 16. Demuestre que dos sucesiones de Cauchy (xy) v (y;) en R™ tienen el mismo limite
si y sélosi lim ||lxr —yg|| =0

k— o0
Ejercicio 17. Demuestre la siguiente caracterizacién de espacios de Banach. Sea E un e.v.n.

F es un espacio de Banach
s y sélo si
o0 (o]
(V{mn}neN CE ZHJ;,H < oo) = sz converge en E
i=1 i=1
Indicacion. Para la implicacién (<), dada una sucesién de Cauchy {x, }nen en E, construya una
o0
subsucesion {x,, tnen tal que > ||@,, ., — @y, || < co. Luego concluya.
k=1
Ejercicio 18. Demuestre que el espacio L(R™,R™) de todos las aplicaciones lineales ¢ de R™ en

R™ es un e.v.n. en el que toda sucesiéon de Cauchy converge debido a que R™ es e.v.n. y en R™
toda sucesion de Cauchy converge.

Indicacion. Primero demuestre que una aplicacién lineal acotada es uniformemente continua y que
si una aplicacion lineal es continua en un punto, es acotada.

Compacidad
Ejercicio 19. Considere la sucesién {p;} en E definida por py(x) = =¥ y demuestre que

1. ||pk|| = 1 para todo k € N.
2. {pi} no tiene punto de acumulacién.
3. B(0,1) en E no es compacta.

Ejercicio 20. Demuestre que si A es un conjunto compacto y B C A, entonces B = adh(B) es
un conjunto compacto.

Ejercicio 21.

1. Si{A;}ien es una familia decreciente de conjuntos compactos no vacios en un e.v.n, demuestre

que (| A4; # 2.

ieN
2. Dé un ejemplo en R de una familia decreciente de conjuntos acotados (no vacios) cuya
interseccién sea vacia.

3. Dé un ejemplo en R de una familia decreciente de conjuntos cerrados (no vacios) cuya inter-
seccién sea vacia.

Ejercicio 22. Sea X un espacio vectorial normado, sean A, B C X cerrados y sean C, D C X
compactos. Probar que
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1. Sid(C,D)= inf —y|| =0 ent s CND#@.

id(C,D) vl |l — y|| = 0 entonces #

2. Sid(A,B)= inf |z — y| =0 entonces no necesariamente AN B # &.
xeC,yeD

Ejercicio 23. Sean (X, ||-||x) vy (Y, ||- ||y dos espacios vectoriales normados. Definimos (X x Y ||-||)
como el espacio vectorial normado donde (z,y) € X XY <=z € XAy €Y ylanormaen X xY
se define como ||(z, y)|| = ||z]|x +||y|ly- Sean A C X y B C Y compactos. Demuestre que entonces
A x B es compacto en X X Y.

Ejercicio 24. Sea U = RY, es decir, el espacio de las sucesiones. Considere en U la norma
lz|| = sup{|=;| : : € N}

Indique cual(es) de los siguientes conjuntos son compactos:

1. Bo(o,l) :{a: elU: |.T,L| < 1,VZ€N}
2. B1(0,1) ={x €U : |z;] < %,Vi € N}
3. B3(0,1)={x € U:|z;|=1,Vi e N}

Ejercicio 25. Demuestre que las matrices ortogonales de n X n forman un subconjunto compacto
de R™ x R™.



CAPITULO 5

Teoremas de la Funcion Inversa e Implicita

Estudiaremos algunos teoremas que nos permiten resolver sistemas de ecuaciones no lineales, co-
nocer las condiciones para que exista la inversa de una funcién de varias variables y bajo qué con-
diciones podemos expresar una o varias variables de una funcién en términos de las demds (o en
términos de una variable conocida).

5.1. Teorema del punto fijo de Banach

Motivacién: Los teoremas de punto fijo nos sirven para demostrar la existencia de soluciones de
una ecuacion, la existencia de equilibrio en un sistema, encontrar raices de funciones o resolver
sistemas de ecuaciones no lineales.

Problema 5.1. Encontrar una solucién a:

{u' = f(x,u)

u(zo) = wug

donde z,u € R. Este problema es equivalente a
.
u(z) = uo —|—/ f(s,u(s))ds
To
Supongamos que f: R x R — R es continua, entonces
T:C([xo—a,xz0+a],R) — C(Jxg—a,z0+a],R)
uw = ug+ / f(s,u(s))ds
o
estd bien definida y el problema original es equivalente a encontrar u tal que
u="T(u)

que recibe el nombre de problema de punto fijo.

143
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Problema 5.2. Dado F': R™ — R”™ encontrar solucion a:
F(x)=0
Este es un problema de punto fijo, pues se puede escribir
r=x+ F(x)

T: R* — R"
x — x4+ F(x)

Definiendo T'(x) = @ + F(x) el problema original consiste en encontrar un punto fijo de T', es decir
en encontrar un x tal que T'(x) = .

En diversas dreas de la ingenieria es comun encontrarse con problemas donde se quiere resolver
u=T(u), conT:E—FE
o bien T : K — K en que K C F es un subconjunto cerrado y E es un espacio de Banach.
Definicién 5.1. T : K — K se dice contraccion si existe una constante ¢ , 0 < ¢ < 1 tal que
IT(u) = T(v)] < cllu—v| Vu,v € K

Teorema 5.1. (Teorema del punto fijo de Banach)
Sea E espacio de Banach, K C E cerrado. SiT : K — K es una contraccion entonces existe un y
solo un punto fijo de T en K

Az eK, Tx)==

Demostracion. Veamos primero la existencia. El método de demostracion es constructivo.
Sea xy € K cualquiera. Consideremos la sucesién {x, },ecn definida por la recurrencia

Ty =T(xk), k€N

Demostremos que {&, }nen es de Cauchy.

[T(®—1) = T(@m—1)|l
cller—1 — @m1||
| T(zp—2) = T(zm—2)|
g2 — Tmo||

[®x — 2|

IAN A IA

supongamos, sin perdida de generalidad que k > m. Si repetimos el procedimiento anterior, obte-
nemos
[k — @ || < ™ [|k—m — 20|

en particular
@1 — @] < ™ s — o]

Entonces podemos escribir

[@r = @pall + [2h-1 — Zhal + - + [ — 2|

[zr —@n| <
< (KT ETP ) — |
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es decir,
oo
ek — @l < D cllar — ol
i=m
0o
= " (Z CZ> ||331 - £L'0||
=0
m 1 k,m—o0
= cC 7”:21 — :L'o” — 0
1-c

Por lo tanto {x, },en es una sucesién de Cauchy en E, luego tiene un limite * € F y como K
es cerrado entonces * € K. Por otra parte, si T es contraccién, es continua (tarea), por lo que
tomando limite en la ecuacién xy1 = T(xx) obtenemos que

' =T(x")

es decir, * es un punto fijo de T.
Veamos que es Gnico. Supongamos que 7' tiene dos puntos fijos, x = T'(x) e y = T'(y), entonces

|z =yl = IT(x) - T(y)| < clz -yl
y como 0 < ¢ < 1, no queda otra posibilidad méas que ¢ = y. |

Nota 5.1. El teorema del punto fijo de Banach provee una condicién suficiente (y no necesaria)
para la existencia de puntos fijos. No es necesario que una funcién sea contractante para que tenga
punto fijo, un claro ejemplo es la funcién f : [0, 1] — [0, 1] definida por f(z) = z la cual es continua,
no contractante y cumple que cualquier = € [0,1] es un punto fijo de la funcién.

Ejemplo 5.1. (Existencia de soluciones para EDO)

Volvamos al problema 5.1. Si f: R x R — R es continua y satisface

[f(s,u) = f(s,0)] < Klu = v

entonces si z > x(

T(u) = T(v)]

/ " F(su(s)) — (s, vo(s))ds

< [ 1))~ 5.0l
< K/m\u(s)—v(s)\ds
< Kllu—vlna

si ¢ < g se obtiene el mismo resultado, luego |[T'(u) — T (V)] < Kallu — v||c para toda u,v €
C([xo — a,z0 + a]). Si Ka < 1 entonces, gracias al teorema del punto fijo de Banach, existe
u € C([zg — a,x0 + a]) tal que

u="T(u)
y este u es unico.

Para encontrar una solucién se puede iterar, reproduciendo la demostracién del teorema de punto
fijo de Banach.

Un+1 = Tuy,

Upt1(z) = uo—i—/x f(s,un(s))ds

0
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este método para encontrar la solucién recibe el nombre de método de Picard.

Ejemplo 5.2. (Existencia de soluciones de una ecuacién)
Consideremos el sistema de ecuaciones

1
x = 5cos(:c+y)
1
y = g1n(1+:c2+y2)+5

este es un problema de punto fijo: (z,y) = T(z,y) con T : R> — R definida por

1 1
T(z,y) = <2 cos(z + y), 3 In(1+ 22 +y%) + 5)
Vamos a demostrar que T es contractante. Como consecuencia, gracias al teorema del punto fijo

de Banach, tendremos que el sistema de ecuaciones tiene una y solo una solucién en R?. Para ello
recordemos el teorema del valor medio: Sea f : R™ — R diferenciable, entonces

f(z) — fy) = / V(4 (1—t)y) - (z — y)dt

lo que implica que

[f(x) = f(y)l

IN

19t + 0= 0lle = ylar
i {1Vt + (1= )}z — o]

0<t<1

A

Supongamos que ||V f(z)|| < K para todo z € R™. Entonces |f(z) — f(y)| < K|z — y||-
Apliquemos esto a nuestro problema. Si Tj(z,y) = (1/2) cos(z + y) entonces

9o, = | (_;sen@w), —ésenmy)) |<2

= [N(z,y) - TW(7,9)| < —= - [[(z,9) — (7, 9)]

Para Ty(z,y) = (1/3) In(1 + 22 + y?) + 5 hacemos lo mismo:

2x 2y 2 T 2 Y 2
i Sf +
1+ 22492 1422+ y? 3 1+ 22 1+92

la funcién f(z) = z/(1 + 2?) alcanza su maximo en z = 1 (tarea) y su maximo es 1/2. Por lo tanto
[VTy(x,y)|| <+V2/3 lo que implica

%\

VT2 (2, )| =

1
3

To(z,y) — Ta(7, )\S§'||(w7y)—(5c,ﬂ)||

Concluimos entonces que

IT(,y) - T(@ 9l = V(Tiley) —Ti(7,9)? + (Ta(e,y) - T2(z,7))?

S\/>||$y (@, 9)|l

es decir, T es contractante pues y/13/18 < 1.
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5.2. Teorema de la funcidén inversa

Motivacién: Sea L : R™ — R™ una funcién lineal. Para que L sea biyectiva es necesario y suficiente
que la matriz asociada (matriz representante) sea invertible, y en este caso la matriz representante
de la funcién inversa serd la inversa de la matriz representante de L.

Si L(xg) = by y queremos resolver la ecuacién L(x) = by + Ab, la solucién serd

x =xo+ Az = L™ (by) + L™ (Ab)

Cuando F : Q — R™ es diferenciable, F' es localmente “como” una funcién lineal (afin), y por lo
tanto es razonable pensar que la biyectividad local de F' esté relacionada con la biyectividad de su
aproximacion lineal.

Teorema 5.2. (Teorema de la funcién inversa)
Sea F : Q CR™ — R"™ una funcién de clase Ct. Supongamos que para a € Q, DF(a) (Jacobiano)
es invertible y que F(a) =b. Entonces
1. Euxisten abiertos U y 'V de R™ tales quea €¢ U, beV y F:U — V es biyectiva.
2. 8iG:V — U es la inversa de F, es decir, G = F~1, entonces G es también de clase C' y
DG(b) = [DF(a)]*.
Antes de dar la demostracién veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.3. Sea F(x,y) = (2% + Iny,y* + zy3), entonces F(1,1) = (1,2)
Consideremos la ecuacién F(z,y) = (b1, bs)

2?4+Iny = b
2 3 _
Yy tayt = by
con (by,be) “cerca” de (1,2).
(2 1/y

evaluando el Jacobiano en (z,y) = (1,1) obtenemos

DF(1,1) = E é]

que es una matriz invertible.
Concluimos entonces, gracias al teorema de la funcién inversa que la ecuacién tiene una y solo una

solucién
(x(b1,b2),y(b1,b2))

para cualquier (b1, by) cercano al punto (1,2). Mds atin (x(by,b2),y(b1, b)) estd cerca de (1,1) y
depende de (b1, b2) de manera diferenciable.

Ejemplo 5.4. Cambio de coordenadas esféricas:
r = rsen¢cosh

rsen ¢ sen 6
z = rcos¢

<
|
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Llamaremos ® al cambio de variables. El Jacobiano de la transformacién en el punto r = 1,¢ =
w/4,0 = 7/4 es
1/2— 1/2  1/2
(1, 7/4,7/4) = /2 1/2 1/2
V2/2 0— V2/2

Esta matriz es invertible pues su determinante es igual a v/2/2. En general se tiene que | D®(r, 0, ¢)|
= r2?sen ¢ que es distinto de cero excepto si 7 = 0 o si sen ¢ = 0. Por lo tanto, salvo en el eje z la
transformacion ® es localmente biyectiva.

Previo a la demostracion del teorema, consideremos tres resultados que seran de utilidad.

1. A partir de la norma descrita en (1.10), consideremos en M, x,(R) la norma

1AllF =

Entonces, ||Az|2 < ||Al|lr|lz|2 si € € R*, A € M, x, v ademés ||AB|r < ||Al|lr||B|F, si
A, B € Mysxn.

2. A partir del teorema del punto fijo de Banach (teorema 5.1) consideremos el siguiente coro-
lario: Si (E, ||-||) es un espacio de Banach,C' C E es un conjunto cerradoy F : C'— C' es una
funcién contractante, entonces existe un tnico x € C tal que F(x) = .

3. A partir del teorema del valor medio (teorema 1.23) y de la caracterizacién de convexidad
(definicién 4.16): Sean F : U —> R"™ de clase C! y U un conjunto convexo. Si |DF;(z)| <

A; Va € U, entonces || F(x) Yl < VAT + .+ A2l —y|| Vz,y € U.
Si||[DF(z)| <CVxeU entonces ||F( ) — F(y)|| < C||lz — yl|, pues

HF@>.mwn\AUHWm+awmo@ymﬂ

1
< AHDF@v+O*ﬂw'@*yWﬁ
< [IpFia+ 0=yl -yl
< Clle—yl

Demostracion. (Teorema de la funcién inversa)
Observemos que si F' es de clase C! entonces la funcién

DF:Q — Myun
r — DF(x)

es continua pues

n

|IDF (@) — DF (o)l = Z

i=

3fz 3fz
8;@

( )

y como todas las derivadas parciales son continuas, dado € > 0, existen d;; > 0 tales que ||x —
xol| < 0y = %(az) - %(moﬂ < £, entonces escogiendo § = min; ;d;; > 0 tenemos que

n’?
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|z —xol| <0 = [|[DF(x) — DF(x0)||r < /n?*(5)? =¢.
Queremos demostrar que existen abiertos U y V tales que F': U — V es biyectiva, lo que se puede
expresar en otras palabras como: Dado y € V existe un tinico & € U que es solucién de la ecuacién

F(x) =y. Ademas

Fx)=y & y-—F(z) = 0
& DF(a) '(y— F(x)) = 0 pues DF(a) es invertible
& x+DF(a)"'(y-F(z)) = =

Entonces dado y € V, resolver la ecuacién F(x) = y es equivalente a encontrar un punto fijo a la
funcién ¢, () = ¢ + DF(a)"!(y — F(z)) Como DF es continua en a, existe ¢ > 0 tal que

1
x € B(a,e) = ||[DF(x) — DF(a)||r <
Para probar que F' : B(a,c) — R™ es inyectiva, basta probar que ¢, es contractante, en efecto
F(z1) =y N F(z2) =y = ¢y(x1) = &1 A py(x2) = x2 v si p, es contractante entonces
loy(®1) = y(@2)|| < Cller — || = |21 — @2|| < O — 2] ¥ cComo C' < 1, w1 = @s.
Observemos que ¢, es de clase C'. Para probar que es contractante acotamos la norma de su

derivada:
Dyy(z) =1— DF(a) 'DF(z) = DF(a) *(DF(a) — DF(z))

donde I es la matriz identidad de n x n.

IDg,@)||r < |DF(a)"|[¢|DF(a) — DF(@)|r < %

la dltima desigualdad es vélida si z € B(a,¢).
Entonces como B(a,¢) es convexa y || D(y)i(x)| < f para i = 1,...,n, obtenemos

n

1 1
Z(T)Q = 5llz — 2|/ V2, z € B(a,¢)

ey (®) — @y (2)]| < [l — 2] 25 /n

Si definimos U = B(a,e) y V = F(U), entonces F' : U — V es biyectiva. Veamos que V' es abierto.
Sea y* € V y &* € B(a,¢) tal que F(x*) = y*. Hay que demostrar que existe p > 0 tal que si
y € B(y*, p) entonces existe € U tal que F(x) =y < © = ¢ (), es decir, B(y*,p) C F(U) = V.
Sea r > 0 tal que B(x*,2r) C U,y = € B(z*,7)

py(x) — 2" = @y(x)—(x"+DF(a) ")y — F(a’

x*)))+ DF(a) ' (y — y")
= ¢y(x) —¢y(x*)+ DF(a) ' (y —y*

)

y por lo tanto

A

lov@) 2l < llgy(@) — py(@)] + [DF (@) — o7l
Sz — 2+ IDF(@)ly — v°)

IN

Si escogemos p = 1/(2|DF(a)~!||r) tendremos que Vy € B(y*, p) la funcién

‘Py : B($*,7’) - B(.’I}*,T’)
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es una contraccién y por lo tanto tiene un tnico punto fijo € B(x*,r) C U tal que
py(x) == Flx)=y

Concluimos asi que B(y*, p) C V, es decir, V es abierto.
Resta estudiar la diferenciabilidad de la funcién inversa. Sean y,y +k € V entonces existen tinicos
x,x+ h € U tales que y = F(xz) e y + k = F(x + h) entonces

F Y y+k)—F'(y)—DF(x)"'k = h—-DF(z) 'k
= DF(x) ' (F(z +h) - F(x) — DF(x)h)

Por lo tanto
1

1 ||1F(x+h)— F(x) — DF(x)h|| M
T |

|F~!(y+ k) — F~'(y) - DF(2)"'k| < | DF(x) [R] Ikl

Probaremos ahora que |h||/||k|| < C < oo lo que implica que b — 0 cuando k — 0 y como F es
diferenciable en el punto «, el lado derecho de la desigualdad anterior tiende a cero cuando k — 0,
obligando asi a que el lado izquierdo tienda a cero también, lo que por definicién significa que F~!

es diferenciable en y y
DF~!(y) = [DF(z)]™

Se sabe que
|k —DF(a)"'k|| = ||h—DF(a)™"(F(z +h) - F(z))|
= |h+a—DF(a) (F(z+h)—y) -2+
DF(a)™ (F(z) — y)|
= lley(@+h) —py(x)]
1
Skl

IA

por lo tanto
Rl = [DF(a)~*|| < [lh — DF(a)™"|| < 1/2|h]|

lo que implica que
12|kl < |IDF(a)” k|| < | DF(a)~"|||[K||

es decir,
L -1
<2|DF(a)”| < oo
1Kl
que es lo que se queria probar.
La continuidad de DF~1(y) = [DF(F~1(y))]~! se obtiene de la regla de Cramer para obtener la

inversa de una matriz. Para una matriz invertible A se tiene que

A7l = ﬁw[cofactores(zﬁl)]qﬂ
y donde “cofactores(A)” es una matriz formada por los distintos subdeterminantes de A que se
obtienen al sacarle una fila y una columna a A. Entonces como F' es continuamente diferenciable,
sus derivadas parciales son continuas, y gracias a la formula de Cramer las derivadas parciales
de F~! serdn continuas también pues son productos y sumas de las derivadas parciales de F y
cuociente con el determinante de DF(F~!(y)) que es distinto de cero y continuo por la misma
razon. |



FCFM - Universidad de Chile 151

5.3. Teorema de la funcién implicita

Motivacién: Supongamos que se tiene una funcién f : R? — R, y consideremos una ecuacién de
la forma

fla,y) =0
Es entonces natural hacer la siguiente pregunta: ;Es posible despejar y en funcién de z?
Supongamos que si, es decir, existe una funcién y(x) que satisface

f(z,y(x)) =0

supongamos ademds que f e y(z) son diferenciables, entonces podemos derivar la ecuacién anterior
con respecto a x:

of ofdy _
ox + oy dz 0
0 sea
dy  0f/0x

(Derivacién implicita)

dr —  9f/dy
Notemos que para poder realizar este célculo es necesario que df /0y sea distinto de cero.

Ejemplo 5.5. Consideremos la siguiente ecuacion
.’,U2 4 y2 =1

. Es posible despejar y en funciéon de z? Evidentemente la respuesta a esta pregunta es que no es
posible despejar globalmente una variable en funcién de la otra, pero si (g, %) es un punto que
satisface la ecuacion, es decir, 22 +y3 = 1 y ademds yo # 0, entonces es posible despejar localmente
y en funcién de z (es decir, en una vecindad de (x,y0)). Ademds derivando la ecuacién se tiene
que

d d
dy _ o W_ @

22 + 2 =
v ydm dx y

Sin embargo si yo = 0 es imposible despejar y en funcién de z en torno al punto (g, yo)-

Ejemplo 5.6. Consideremos ahora un caso mas general que el anterior. Suponga que se tienen las
variables 1, ..., Zm, € Y1, ..., Yo relacionadas por n ecuaciones (sistema de ecuaciones),
Fi(z1,..%m,¥1,---Yn) =0, i:1,...,n.Esto se puede escribir como

F:R"xR" — R"
Fl(xla vy Ty Y1, ayn)
(zla "7Im5y17"'7yn) = F(:B,y) =
Fn('rlv cey Ty Y1, ayn)
Entonces, F (1, ..., Zm, Y1, -, Yn) = 0.

. Es posible despejar las variables y, en funcién de las variables &7 Es decir, existen funciones
yi(@1, ...y Tm), 7 =1,...,n tales que

F(x1, ooy @iy 1(1, oy X))y ooy Yn (X1, ooy Ty )) = 0

Veamos el caso particular de un sistema lineal. Sea L una matriz L = [A B] € M,y (ntm), ¥
consideremos el sistema
Ar+By=0»>

En este caso es posible despejar y en funcién de & cuando B es invertible:

y(x) =B 'b—- B 'Ax
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Teorema 5.3. (Teorema de la funcién implicita)

Sea F :  C R™™ — R™ una funcién de clase Ct, y sea (a,b) € R™ x R™ un punto tal que
F(a,b) = 0. Escribimos entonces DF(a,b) = [D,F(a,b) D,F(a,b)] y supongamos que D,F(a,b)
es invertible. Entonces existen conjuntos abiertos U C R™T™ W C R™ con (a,b) e U yacW
tales que para cada x € W existe un inico y tal que (x,y) €U y

F(x,y) =0
esto define una funcion G : W — R™ que es de clase C' y que satisface
F(x,G(x)) =0, Ve € W
ademds DG(z) = —[DyF(x,G(z))] ' D, F(z,G(x)) para todo x € W y G(a) = b.
Al igual que en el teorema de la funcién inversa veamos un ejemplo antes de dar la demostracién
del teorema.
Ejemplo 5.7. Considere el sistema de ecuaciones
22 +sen(y) + cos(yz) —w® —1=0
x3 4 cos(yx) +sen(z) —w? —1=0
1. Muestre que es posible despejar (y, z) en funcién de (z,w) en una vecindad del punto
(0, Y0, 20, wo) = (0,0,0,0)
Calcular %(0,0).
2. ;Es posible despejar (z,y) en funcién de las variables (z,w) en una vecindad de (0,,0,0)?
. Qué se puede decir de despejar (x,w) en funcién de (y, z)?

Solucion.

1. Para este problema se tiene que la funcién F es:
F(x,y,z,w) = (22 + sen(y) + cos(yz) — w> — 1,23 + cos(yx) + sen(z) — w? — 1).
Entonces F es de clase C! y F(0,0,0,0) = (0,0). Ademas

8F1/8y 3F1/82’>

B _ [cosy —sen(yz)z —sen(yz)y
Dy F(x,y,2,w) = (8F2/8y 0F,/0z

‘( —sen(yz)e  cos(2) )
luego

10
Dy, F(0,0,0,0) = (0 1)

que es invertible. Luego, gracias al teorema, es posible despejar (y, z) en funcién de (z,w)
de manera diferenciable en una vecindad del punto (0,0). Si derivamos las ecuaciones con
respecto a x obtenemos

o 0z 0
2x + cos(y)a—ayj — cos(yz)(y% + z%) =0

oy 0z
2 — S —_— S _—=
3z sen(ym)(awx + y) + cos(z) o 0

evaluando en el punto (0,0,0,0) se tiene que dy/dz(0,0) = 0.
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2. En este caso se tiene que F'(0,7,0,0) = (0,0) y
2z cos(y) —sen(yz)z
D(wﬂl)F(xa Yy, w, Z) = <3.T2 _ sen(ym)x
por lo tanto

0 -1
D(Ly)F(O,TF,O,O) = <0 0 >

esta tltima no es una matriz invertible por lo que el teorema no es aplicable. Si se quisiera
despejar (z,w) en funcién de (y, z) debemos observar la matriz

2z —3w?
D(m,w)F<x7y727w) = <31‘2 211.))

que tampoco es invertible en los puntos (0,0,0,0) y (0,7,0,0), por lo que nuevamente el
teorema no es aplicable.

Demostracion. (Teorema de la funcién implicita)
Definamos la funcién

f:QCRV™ . Rotm
(x,y) = flz,y)=(z, F(z,y))

que es evidentemente una funcién de clase C! gracias a que F lo es. Su Jacobiano en el punto (a, b)

es
L 0
Df(a,b) = (DIF(a,b) DyF(a,b>>

que es invertible ya que por hipétesis Dy, F(a,b) lo es. Ademas f(a,b) = (a,0). Podemos entonces
aplicar el teorema de la funcién inversa (teorema 5.2) a la funcién f. Existen abiertos U,V C R™+t™
tales que (a,b) € U, (a,0) € V'y f:U — V es biyectiva con inversa de clase C'. Definamos ahora
el conjunto W = {z € R™/(z,0) € V}, entonces @ € W y W es un conjunto abierto de R™ pues
V es abierto (demostrar que W es abierto queda de tarea). Luego, para cada z € W la ecuacién
f(x,y) = (z,0) tiene un dnico par (x.,y,) como solucién, es decir,

(wva(wmwz)) = (z,O)

esto dltimo implica que &, = z y por lo tanto F(z,y) = 0. Como y, es tnico dado z, esto define
una funcién G(z) = y,. Evidentemente G(a) = b, y

(Z,yz) = f_l(z,O) = (Z7G(z))

De esta forma, G es la funcién que estamos buscando y como f~! es de clase C!, entonces la ecuacién
anterior dice que G es de clase C! también. Se tiene que G satisface la ecuacién F(z,G(z)) =0,y
como F y G son de clase C' podemos calular al Jacobiano de G usando esta ecuacién y la regla de
la cadena

D.F(z,G(2))lmxm + DyF(2z,G(2))DG(z) =0

de donde se obtiene el resultado
DG(z) = —[D,F(z,G(2))] ' D.F(z,G(2))

para todo z € W. |
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5.4. Ejercicios

Contracciones y teorema del punto fijo

Ejercicio 1. Sea T una funcién tal que T* es contractante. Demuestre que 7' tiene un tnico punto
fijo.

Ejercicio 2. Sea f : R? — R? una funcién contractante en B(0,d), con constante L conocida.
Demuestre que si || f(0)]] < §(1 — L) entonces existe un tnico punto fijo de f en dicha vecindad.

Ejercicio 3. Muestre que la ecuacién integral

1

uw) = 5 [ e cos(utu)ay

tiene una y s6lo una solucién en el espacio C([0, 1], R). Para ello defina el operador

1

ﬂwwzgéeﬂﬁmwwmw

y demuestre que es contractante. En C([0, 1], R) use la norma del supremo.

Ejercicio 4. Considere la ecuacién integral
u(z) =5+ / sen(u(s) + x)ds
0

Muestre que la ecuacién posse una y solo una solucién en C([0,1/2],R)

Ejercicio 5. Determinar para qué valores de a y b la funcién
T(x,y) = (acos(z +y),bIn(1 + 2* +4?))
es una contracion.

Ejercicio 6. Programe en su calculadora o en Matlab un algoritmo que encuentre la solucién del
sistema del ejemplo anterior. Para ello defina zog = 0,y9 = 0, y genere una sucesiéon dada por la
siguiente recurrencia:

Tny1 = (1/2)cos(zn + yn)
(1/3)In(1 +2® +4?) +5

yn+1

Ejercicio 7. Sean g; : R” — R funciones de clase C'(R), Vi € {1,2,...n}. Suponga ademds que

1
max {||Vgi(x)|| .} < o Vie{l,2,...n}

Pruebe que el sistema x1 = gi(x), 2 = go(x),...x, = gn(x) tiene una tnica solucién en R™,
donde © = {x1,x2,...2,}.

Indicacién. Recuerde que el espacio (R", [|-||;) es de Banach.
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Teorema de la funcion inversa

Ejercicio 8. Sea f : U — R™ una funcién de clase C' en el abierto U C R™. Sea a € U tal que
f/(a) es invertible. Muestre que

vol(f(B(a,r)) ’
o ol Blar) et/ (@)l

Ejercicio 9. Como en el ejercicio anterior muestre que si f’(a) no es invertible entonces

vol(f(B(a,r)) _

r—0 vol(B(a,r)

Ejercicio 10. Para
fu,v) = (u+ [log(v)]?, uw, w?)
1. Muestre que f no es inyectiva
2. Encuentre un dominio €2 de manera que la funcién sea inyectiva en €2

3. Calcule D(f~1)(1,0,1) cuando f se considera en €.

Ejercicio 11. Sea f(x,y) = (22 — 32, 2xy)

1. Demuestre que para todo (a,b) # (0,0), f es invertible localmente en (a,b).
2. Demostrar que f no es inyectiva.

3. Calcular aproximadamente f~1(—3,01;3,98). Use la férmula de Taylor. Note que f(1,2) =
(_37 4)

Ejercicio 12. Sean f(u,v) = (u? + u?v + 10v, u + v3)
1. Encuentre el conjunto de puntos en los cuales f es invertible localmente.
2. Compruebe que (1, 1) pertenece al conjunto obtenido en la parte 1), encontrar (aproximada-

mente) el valor de f~1(11,8,2,2).

Teorema de la funciéon implicita

Ejercicio 13. Si f(£,%) = 0, Calcular

0z 0z

Ejercicio 14. Sea f: R? — R tal que

flzy,z—22) =0 ()
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Suponga que existe z(zg,y0) = 20 tal que f(xoyo, 20 — 229) = 0 y que para todo (x,y) en una
vecindad de (xg,yo), los puntos (z,y, z(z,y)) cumplen la ecuacién (*). Encuentre que condiciones
debe satisfacer f para que se cumpla lo anterior y demuestre que dad la condicién anterior la
funcién z(z,y) cumple la igualdad

0z 0z
xO%(CCOJ/O) - yoﬁfy(xmyo) = 2xg

Ejercicio 15. La funcién z estd definida por la siguiente ecuacion
flx—az,y—>bz)=0
donde F' es una funcién diferenciable. Encuentre a que es igual la expresion

a% + b%
Oz oy

Ejercicio 16. Sea z = f(x,y) definida implicitamente por la ecuacién

22ze¥ + 2 +y=1

Si g(u,v) = (u? + v + 1,v?), calcule %zf(;? (0,0). Justifique.

Ejercicio 17. Considere el siguiente sistema no-lineal:

x%l‘z + x%xl + ySyl + Y2

T1T2Y1 + Tay1Y2 + Y2Y121 + Y2122 =

1. Demuestre que es posible despejar (y1,y2) en funcién de (z1,x2) en torno a algin punto.

2. Encuentre los valores de :

oy Yo
-1y 221, -1
81'2( ’ ) ’ 8582( ’ )
Ejercicio 18. Sea z(z,y) una funcion diferenciable definida implicitamente por la ecuacion:
—r- 1Y
c=a-f(Y)

donde f: R — R es ua funcion derivable. Demuestre que
Indicacién. Considere F : R? — R definida como F(z,y,2) =z —a - f(¥)
Ejercicio 19. Considere el siguiente sistema no lineal:

sen(xy - y1) + x3 cos(y2)
Yo + a:% + (senh(gcg))2

Encuentre los valores de g%(l, 0,0)y gfb’i (1,0,0).
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Indicacion. Considere la funcién
g:R*xR? — R?
(z,y) = (u(z,y),v(z,y))
con x = (r1,72,73),y = (Y1,y2), u,v : R® x R? — R son tales que
u(z,y) = sen(xy - y1) + x3 cos(y2)

v(,y) = y2 + 27 + (senh(z2))?

Ejercicio 20. Mostrar que cerca del punto (x,y,u,v) = (1,1,1,1) podemos resolver el sistema
ru + yvu2 =
zu® + y2v4
ou

de manera tnica para u y v como funciones de x e y. Calcular §*

Ejercicio 21. Considere el sistema

zt 4yt
— = u
x
sen(x) + cos(y) = w

Determine cerca de cuales puntos (x,y) podemos resolver x e y en términos de u y v

Ejercicio 22. Analizar la solubilidad del sistema

3z 42y + 22 +u+0?
dr +3y+2u Fv+w+2
T4+ z+w+ud+2

I
o o

para u,v,w en términos de z,y,z cercade c=y=z=0,u=v=0y w = —2.

Ejercicio 23.

2
1. Hallar %\x:1 y %h:l si
22 —2zy+ i +ax+y—2=0

2
2. Hallar % y % si

In(v/2% 4+ y2) = a - arctan (%) (a #0)

3. Hallar g—; y g—; si

zcos(y) + ycos(z) + zcos(z) =1

4. Las funciones y y z de la variable independiente = se dan por el sistema de ecuaciones xyz = a
2
v o +y+z=>b; Hallar 9 dz dy d°

dz dx do?° dz2
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Ejercicio 24. Sea la funcion z dada por la ecuacién
22 +y? + 2% = dlax + by + c2)

donde ¢ es una funcién cualquiera diferenciable y a, b, ¢ son constantes; demostrar que:

0z 0z
(cy — bz)a + (az — ca:)a—y =br —ay

Ejercicio 25. Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacién

y = 2p(2) + x(2)

Pr (02\7 0202 P 9P (0:\'
0z2 \ Oy ox Oy 0xdy  Oy2 \ox /)

Satisface la ecuacién

Ejercicio 26. Sea f(x,y,z) = 0 tal que sus derivadas parciales son distintas de cero. Por lo tanto
es posible escribir: = z(y, 2), y = y(z, 2), z = z(z,y), donde estas funciones son diferenciables.
Muestre que

Oz Oy 0z

Oy 0z Ox

Ejercicio 27. Muestre que las ecuaciones

=y w4 = 0
2y +y? —2u* + 30t +8 = 0
determinan funciones u(z,y) y v(z,y) en torno al punto x = 2,y = —1 tales que u(2,—1) =2y

v(2,—1) = 1. Calcular % y g—;



CAPITULO 6

Complementos de Calculo Diferencial

Nos interesa extender algunas reglas de derivacién a casos méas generales que frecuentemente se
utilizan en la ingenieria y daremos los detalles del teorema del cambio de variables en integracién.

6.1. Reglas de derivacién adicionales

Teorema 6.1. (Regla de Leibniz de derivacién)
Sea f : R? = R de clase C'. a, B : R — R funciones diferenciables. Entonces la funcién F : R — R
definida por

B(z)
F(x) = / flx, t)dt
es diferenciable y su derivada es
B(x) B=) 9
[ ety = 1@ 5@)8 @) - fwala'@)+ [ S s

a(z) a(z)

4
dx

Demostracion. Definamos la funcion
G(z,x) = / flx, t)dt
0

por el 1°" teorema fundamental del célculo (teorema 1.8) sabemos que

0
&G(zax) = f(I,Z)

demostremos que

0 =0
%G(z,x):/o %f(x,t)dt

159
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para ello notemos que
G(z,x+h) — / 82
/“fx+hw+fut> e

// preACRR L fﬂx £))hdydt

La funcién 0f/0x(-,-) es continua, y por lo tanto, uniformemente continua sobre [z — |h|,z +
|h]] % [0, #], asi, dado € > 0, existe § > 0 tal que si ||(z,y) — (Z,7)|| < J entonces |0f/0x(x,y) —
Of/0x(Z,7)| < €/z. Entonces si |h| < § se tiene que

0 0
I%f(l’—‘ryh,t) - %f(xat” <eVte [O,Z] Vy € [O? 1]

lo que implica que

G(z,2 + 1) — Gz, 2) h/ = f(a, )] < <l
si |h] < § de donde se sigue el resultado. Luego
B(x)
/ f(@,t)dt = G(B(z),z) — Cla(z),2)
a(x)
y aplicando el resultado anterior se tiene que

d [P@
e / f(z, t)dt

a(z)

0 , 0 de 0 ,
= LGB, @) + -G, T — 5-Gla(r),2)a'() - .
0 dz

- %G(ﬁ( T), )@
B . B(x) of a(x) of
= J@p@)@ - fo@.oa@+ [ Lana- [T Lo
= e B@)B () — S <>>%>+/mwaf<wﬁ
N a(z) ox ’

Teorema 6.2. Sean A CR™ y B C R™ abiertosy f : Ax B — R de clase C'. Sea Q C B conjunto
elemental cerrado. Entonces la funcion
= / [z, y)dy
Q

0 0
axiF(w) = /Q (%if(w,y)dy

es de clase C* y

para todo i € {1,...,n}
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Demostracion. Sea xg € A

F(330+h 330 Zh/@ 11307

n

| 1ot hy) sy -3 hi%(mo,y)dy

i=1 v

- /Q (F(@o + hoy) — F(@0,y) — Vaf (@0,y) - h)dy

/Q /0 (Vo (0 + thyy) — Vo f(@o,y) - h] didy

La funcién V, f(-,-) es continua en B(xg,1) x Q que es compacto, por cual que es uniformemente
continua. Luego dado € > 0 existe § > 0 tal que si |(z,y) — (z*,y*)|| <0 = [|[Vaof(z,y) —
V. f(x*,y)| < e/vol(Q). entonces si ||h| < 0 se tiene que

||sz(mo + tha y) - vxf(man)” <

g
ol(Q) Vtel0,]]Vy e

lo que implica que

|F(zo+ h) — F(xo) Zh/a (0, y)dy|

IN

1
/ / IV (o + thyy) — V (2o, 9)|| ] dtdy

N

= ekl

de este modo

Flao +h) - Zh / (@0 y)dy| < <[]
siempre que ||h| < d, es decir, F' es diferenciable es xy y
9] 0
F = d
52 F@0) = [ g fwo. )iy
para todo 7 € {1,...,n}. La continuidad de las derivadas parciales queda de ejercicio. |

6.2. La formula de cambio de variables

Recordemos la férmula de cambio de variables
[ st@yiz = [ g(swldet Df(wlay
() Q
Para dar sentido a la férmula se requiere

» f:U — V biyectiva de clase C! y con inversa de clase C!. (Esta clase de funciones recibe el
nombre de difeomorfismo)
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= () es un compacto, cuya frontera es la unién finita de grafos de funciones continuas

» g: f(Q) — R es continua.

En estas circunstancias las funciones

) 0 ¢ Q
(g0 )" (y)ldet Df(y)| = {g(f(y))|deth(y)| 11//69

son integrables.
Para demostrar la formula de cambio de variables, tenemos que dar una definicién de integrabilidad
un poco mas fuerte.

Definicién 6.1. A C R” se dice v-medible si A es compacto y su frontera es la unién finita de
grafos de funciones continuas.

Ejemplo 6.1. A = [a,b]" con a y b finitos es v-medible

Ejemplo 6.2. Si A es v-medible, y f es un difeomorfismo, entonces f(A) en v-medible

Observamos que si A es v-medible, entonces podemos definir el volumen de A como

vol(A) = /1A(m)dar:

donde N
0 =
la(@) = {1 x z A

Definicién 6.2. Sea A un conjunto v-medible. Una descomposicién D de A es una coleccién de
conjuntos C1, ..., C} tales que

s C; es v-medible, i =1,....k
= A=C1U..UCy

Se define también el diametro de la descomposicion D como

diam(D) = 1r£1§i<xk diam(C;)

donde el diametro de un conjunto A v-medible es igual a diam(A) = sup{||jx — y|| : z,y € A}

Dada la descomposicién D de A, consideremos el vector € = (&1, ...,&) tal que & € C; Vi €

a,....k

Definicién 6.3. Sea f: A — R una funcién acotada. Definimos la suma de Riemann asociada a
(D, &) como
k
S(f,D,€) =Y f(&)vol(Cy)

i=1
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Definicién 6.4. Decimos que f es v-integrable sobre A, conjunto v-medible, si existe I € R tal
que
Ve > 030 > 0 tal que VD desc. de A,

(diam(D) < § A¢ asociado a D) = |S(f,D,&) —I| <e

Si tal I existe, es tnico y denotamos I = [, f(x)dx. La demostracién de esto iltimo queda de
tarea.

Con esta definicién podemos seguir paso a paso la demostracién ya hecha para probar la proposicion
siguiente

Proposiciéon 6.1. f: A — R continua = f es v-integrable

También se puede demostrar que si f : A — R es acotada y continua salvo sobre el grafo de un
namero finito de funciones continuas, entonces f es v-integrable.

Teorema 6.3. (Teorema del cambio de variables)
Sea Q v-medible y f : U — V un difeomorfismo, Q C U. Sea g : f(2) — R v-integrable. Entonces
go f:Q — R es v-integrable y

/ o) dz = / o(f ()] det Df ()| dy
£(2) Q

La demostracién del teorema tiene dos partes: Primero el caso en que f es una funcién lineal y
luego el caso general.

Demostracion. (Caso f lineal)
La demostracién ya fue hecha para R3, y se extiende de manera andloga a R”, por lo que supon-
dremos cierto el resultado en el caso lineal. Asi tenemos, si T es lineal que

vol(T(A)) = / 1= / 1| det T'| = vol(A)| det T| VA v-medible
T(A) A

Para el caso general necesitamos dos lemas previos que se describen a continuacién

Lema 6.1. Sea U abierto, X C U compacto y ¢ : UxU — R continua tal que p(x,x) = 1Vx € U.
Entonces Ve > 03§ > 0 tal que

zyeX|z—yl<d=|px,y) -1 <e

Demostracion. Puesto que X es compacto, entonces X x X C U x U también es compacto,
por lo que ¢ serd uniformemente continua sobre X x X. Luego, dado ¢ > 036 > 0 tal que
& — 2]+ lly — wl = [[(@. y) — (z,w)]| < § = |p(x,y) — o(z,w)| < =, en particular, si [ —y|| < &
entonces ||(z,y) — (z, )| < 0 lo que implica que |p(z,y) — o(x, )| = |p(x,y) — 1| < ¢ [

Lema 6.2. Sean U,V C R" abiertos y f : U — V un difeomorfismo de clase C*. Sea X C U un
compacto v-medible y M = sup{||Df(z)| : € € X} (||-|| es cualquier norma matricial, por ejemplo
JA]l = méxi<i<n{d7j—, laij|}). Entonces,

vol(£(X)) < M™vol(X)
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Demostracion. Demostremos primero el caso en que X es un cubo, con centro p y lado 2a, es decir,
X=[p1—a,p1+a] x..x[py—a,p,+al= H[P a,p; + aj

Por la desigualdad del valor medio tenemos que |f;(z) — f;(p)| < Ma y por lo tanto
[f(@) = f(P)lloc < MaVz € X
es decir, f(x) estd a distancia a lo mds Ma de f(p) para todo € X | entonces
f(X) < [Alp) — Ma, fi(p) + Ma] x ... x [fu(p) = Ma, fn(p) + Ma]

H[fz’(l’) — Ma, fi(p) + Mal

i=1

o sea que vol(f(X)) < vol([Ti—,[fi(p) — Ma, fi(p) + Ma]) = M™(2a)" = M"vol(X)

El caso general lo hacemos por aproximacion. Sea € > 0, entonces existe un abierto 6 tal que
XCco0cCcUy|Df(x)|| <M+ e para todo x € 6 (Por la continuidad de Df).
El conjunto X se puede cubrir por un ntmero finito de cubos con interiores disjuntos contenidos

en 0
k

X C UC’l
=1

con int(C;) Nint(C;) = ¢ si i # j. Ademds los cubos se pueden suponer tan pequenos que

ZVO] ) <vol(X)+e

Luego

M»

MnVOI(Cl)

Uf ) = vol(f <Zvol

donde M; = sup{||Df(x)| : ® € C;} < M + ¢ por lo tanto vol(f(X)) < (M + &)™ (vol(X) + ¢).
Como esta desigualdad es vélida para todo € > 0 concluimos que

1

vol(f (X)) < M"™vol(X)

Demostracion.  (Caso general)

Para finalizar con la demostracion en el caso general, consideremos una descomposicion D =
{C1,...,C} de Q y puntos & € C; para i : {i,...,k}. Entonces los conjuntos f(C;) definen una
descomposicién de f(€2) y los puntos f(&;) € f(C ) A esta descomposicién la denotamos por Df.
Usando la desigualdad del valor medio se puede demostrar que existen constantes a1, as tales que

ay - diam(Df) < diam(D) < as - diam(Dy)
gracias a que ) es compacto. Definamos T; = f'(&;) € My, x, parai € {1,...,k}, y

Ni = sup{||T;" /()| - @ € Ci} My = sup{|T(F ) ()]l : y € £(Ci)}
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con ||-|| la misma del lema anterior. Entonces se tiene que

vol(£(Cy)) vol(T; T f(C3))
| det(T;) [vol(T; " f(C4))
| det(T)| N7 vol (C;)

A

de igual manera
vol(C;) < | det(T; 1) |vol(f(Cy)) M
De lo anterior se obtiene que
vol(C;)| det(T5)| — vol(f(Ci)) < vol(f(Cy))(M]" — 1)
vol(C;)| det(T;)| — vol(f(Cy)) > vol(C;)|det(T;)|(1 — NT*)

Definamos también p(x,y) = ||(f'(y)) "L f'(x)|, de este modo p(z,x) = 1 para todo x € Q.
Luego, gracias a los lemas anteriores, dado € > 0 existe § > 0 tal que si diam(D) < ¢ entonces

NI =1l <e AN M!-1|<e
De todo lo anterior, se concluye que existe una constante B tal que
[vol(C;)| det(T;)| — vol(f(C;))| < Bevol(f(C;))

Segun la definicién de v-integrable debemos comparar la suma de Riemann de h = g o f|det D f|
asociada la particién D y a los puntos &€ con el supuesto valor de la integral: I = ff(ﬂ) g(x)dx

S(hD.€) - /f e

= Zg (&))] det(T; )|vol(C'i)—/f(mg(m)d“3

IN

Zg (&))] det(T;)|vol(C. Zg (E)VOl(F(C))| + . ..

f(&))vol(f(Cy)) — /f(ﬂ) g(x)dx

< BsZLq (&)|vol(f(Ci)) + ...

f(&))vol(f(Cy)) — /f(ﬂ) g(x)dx

IN

BeZm (&) [vol(f(Ci)) +

S(9.Df. 1(€)) - / o) da

()

En la tltima desigualdad, gracias a que g es v-integrable sobre f(£2) tenemos que la sumatoria de
la izquierda estd acotada y el término de la derecha se puede hacer tan pequeno como se desee
tomando un J suficientemente pequeno. Por lo tanto dado & > 0 existe § > 0 tal que si diamD < ¢,
entonces

<€

S(h,D,€) - /f , J@a
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es decir, g o f|det D f]| es v-integrable en Q y

/ g0 f(y)|det D (y)|dy = / o) d
Q

()

pues la integral es tnica. |
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6.3. Ejercicios

Reglas de derivacién adicionales

£(1+|z+yl)
Ejercicio 1. Sea f(z,y,2,t) = | (at+log.(t)+z)dt. Calcular %, %, % en aquellos puntos
erty+z

donde existan.

Ejercicio 2. Considere la siguiente ecuacién integral

u(z) =5+ /0z sen(u(s) + x)ds

En el capitulo 5 se demostré que tiene una unica solucién en C([0,1/2],R).
Derivando dos veces la ecuacién integral (justifique por que se puede derivar), encuentre la ecuacién
diferencial que satisface su solucién

Ejercicio 3. Considere las funciones

2

g(x) y
F(z) = /0 flx+tat)dt, G(z,y)= /0 g(z,y,2)dz

Calcule F'(z) y %—fj(x,y)

Ejercicio 4. Considere la funcion

x+ct
1 1
uwt) = glfGase) s flo-c)+ o [ gds
r—ct
. t xtc(t—s)
+2—C/ / F(o,s)dods
0 z—c(t—s)

Muestre que

*u 0%

52 c ol F(z,t)
u(z,0) = f(z)
ou

S@0) = )

Ejercicio 5. Se desea resolver la ecuaciéon de ondas

donde ¢ es una constante distinta de 0.
Haga el cambio de variables & = x + ¢t y n = x — ¢t de modo que se obtenga

¢(I7 t) = 1/)(6(1’, t)’ 77(1’» t))
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donde ¥(&,n) es la incégnita. En base a este cambio de variables demuestre que:

¢ 10% 0%
e = 48na§(§(m,y),n(x,y))

y en base a este resultado demuestre que toda solucién ¢ de clase C? de la ecuacién de ondas se
escribe

o(x,t) = f(§) +9(n)
con f y g funciones de variable real.

Cambio de variables

Ejercicio 6. Sea B,, la bola unitaria en R”. Muestre que

Vol(By) =2 V1= (22 + 42 + 22)dxdydz.
B3

Tomando coordenadas esféricas muestre que el volumen de By es igual a
/2 27 1
2/ / / r?sen(¢)\/1 — r2drdfde
—x/2Jo  Jo

y concluya que Vol(B;) = 72/2. En general muestre que el volumen de la bola de radio r es
rin2/2.

Ejercicio 7. Sea f : R® — R" un difeomorfismo de clase C! (es decir, un homeomorfismo con f y
1 de clase C1), que satisface que f(B) C B, donde B es la bola unitaria cerrada y |det f’(z)| < 1
para todo x € B. Demuestre que para toda funcién continua g : B — R" se tiene que

lim g(x)dx =0
k—oo fE(B)

donde f* es f compuesta consigo misma k veces.

Ejercicio 8. Calcular f f dxdy donde S es el dominio limitado por
S

72 y2 2 22 y2
Z2Te) TR

Indicacion. Use x = arccos(p) e y = sen(yp).



CAPITULO 7

Optimizacion no Lineal

Veremos en forma general los teoremas de los multiplicadores de Lagrange y el teorema de Karush-
Kuhn-Tucker los cuales, bajo determinadas condiciones, nos dan condiciones necesarias para la
existencia de maximos o minimos de una funcién sujeta a varias restricciones.

7.1. Problema general de optimizacion

Recordemos algunos conceptos ya vistos. Si tenemos un problema de la forma
P) min T
) min () -
xels

Donde f:R" - Ry S C R" Si S =R" tenemos el caso de optimizacion sin restricciones y en tal
caso si xg es un minimo local

f(o) < f(z) Vo € B(xo, 0)
por lo tanto para cada d € R™ y t ~ 0 se tiene que
f(@o +td) — f(wo) = 0
Si f es diferenciable, tras dividir por ¢ y aplicar limite cuando ¢ — 0T se obtiene
V(@) d >0
como d es arbitrario la condiciéon de primer orden para el caso irrestricto es
Vf(zo) =0
En el caso en que S sea una parte de R™ no necesariamente xo + td € S, por ejemplo si S = R’}

y x( se encuentra en la frontera de S se tiene un caso en que no necesariamente g +td € Sy
cualquier d arbitrario no nos sirve para concluir la condicién de primer orden.

Definicién 7.1. (Espacio tangente)
El espacio tangente a .S en x( corresponde al conjunto

Ts(xo) = {d € R" : 3t, — 0", d,, — d tal que =y + t,d, € S}

y es un conjunto tal que d =0 € Tg(xp) y en caso de que xy € int(S) entonces Ts(xg) = R™.

169
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Teorema 7.1. Si xy es un minimo local de f en S, entonces se cumple la condicion necesaria

Vf(iL‘()) -d>0Vd e Ts(iL‘())

Demostracion. Escogamos {x, }neny en Sy {t,}nen en R tales que @, — xo y t, — 07 en la
medida que n — oo, por lo que xg + t,d, € S. Si £y es un minimo local de f en S entonces

flxo +tndy) — f(xo) >0
dividiendo por t,, y aplicando limite cuando n — oo se tiene

Vf(xo)-d>0

Teorema 7.2. Sixg € S y se tiene la condicion suficiente
Vf(wo) -d>0Vd e Ts(mo) \ {0}

entonces g es un minimo local estricto de f en S.

Demostracion. Si g no es minimo local de f en S entonces existe x, € S tal que x,, - g y
x, # xo de forma tal que

f(®n) < f(z0)

Podemos definir

4 — T %o
[@n — o
tal que ||d,|| = 1 y entonces {d,} es acotada por lo que tiene una subsucesién convergente. En

base a esto es posible suponer que converge a dy € Ts(xo) \ {0}. La expansién de Taylor de f(z,,)
estd dada por
f(@o) + V(o) - (®n — @0) + |20 — @ol| Ra([ln, — 20][)

esto mas la condicién f(x,) < f(xo) conducen a
V(o) - (xn — @0) + 20 — o Ra([J2n — @oll) <0
diviendo por ||x,, — xg|| y tomando limite cuando n — oo
Vf(xg)- -dop <0
lo cual contradice la hipétesis. |

Nota 7.1. La condicién necesaria no es suficiente y la condicién suficiente no es necesaria.
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Ejemplo 7.1. Consideremos los casos:

1. f(z) = 2 y S = [-1,1]. La condicién necesaria nos dice que el minimo local es xg = 0,
entonces f'(zg) = 0y Ts(xg) = R. Se tiene que zp no es minimo local y la condicién
necesaria se cumple pero no asegura la minimalidad local.

2. f(x) = 2% y S = [-1,1]. La condicién necesaria nos dice que el minimo local es xy = 0,
entonces f'(zg) =0y Ts(xg) = R. Se tiene que x( es minimo local y la condicién suficiente
no se cumple pese a que zy = 0 cumple con ser un minimo local del problema.

Definicién 7.2. (Espacio normal)
El espacio normal a S en xg corresponde al conjunto

Ng(xg) ={ueR":u-d<0Vd € Ts(xo)}
y a partir de esta definicién la condicién necesaria corresponde a
=V f(zo) € Ns(zo)

Teorema 7.3. Sea f: D C R™ — R una funcion conveza y diferenciable en un convero D tal que
S C D. Entonces f tiene un minimo global en g en S si y solo si

Vf(.’llo) -d>0Vd e Ts(.’BQ)

Demostracion. Una forma de demostrar esta propiedad es mediante la condicién necesaria la cual
implica que f tiene un minimo global en . Sea € S, entonces si definimos ) = (1 —t;)xo+trx
con t — 0 se tiene que x) € S que implica €y — xg y obtenemos que ¢ —xy € Ts(xg). A partir
de la convexidad de f tenemos que

f(x) > f(zo) + Vf(20) - (x — x0)

esto mas la condicién necesaria implican

f(@) = f(zo)
y se concluye que xy es minimo global de f en S. |

Los teoremas de esta seccién corresponden a un tratamiento muy abstracto que provee condicio-
nes generales, las cuales no son facilmente aplicables. Dicho esto, conviene dar mas estructura al
conjunto S y para aquello se puede plantear el problema (7.1) de la siguiente forma:

P) min f(x)
sa  gi(z

)=0 Vie{l,...,k} (7.2)

Vie{l,...,m}

Resulta conveniente suponer que el nimero de restricciones es finito y en este caso el conjunto de
restricciones es

S={xecR":gi(x)=0Viel, hj(e)<0VjeJ}
donde I ={1,...,k}, J={1,...,m} y g;, h; : R" — R son funciones diferenciables.

Definicién 7.3. Un vector &y € R™ es factible si Vi € {1,...,k}, j € {1,...,m} se cumple que
gi(zo) =0y hj(zo) <0.
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Definicién 7.4. En el contexto de un problema de minimizacién diremos que un vector (A, p) €
RF x R’ corresponde a una familia de multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker asociados con
xy € S si
i >0 Vjed
pihj(@o) = 0Vj € J
L(xo, A\, pu) < L(z, A\, p) YV € S

donde
L(:B, )‘a H) = f(iI)) + Z /\zgz(m) =+ Z :ujh‘j(m)

icl jed
es la funcion lagrangeano y es casi idéntica a la que presentamos en el capitulo 4.

Cuando aparezcan solo restricciones de igualdad diremos que A € R* corresponde a una familia de
multiplicadores de Lagrange asociados con xy € S si

L(xzo,A\) < L(x,A\) Vx € S
donde las componentes de A no tienen restriccién de signo.

Definicién 7.5. Sea J(zo) = {j : 1 < j < m, hj(zy) = 0} diremos que J(x() contiene p
elementos {1,...,p} con p < m.

A partir de J(xg) diremos que g € R™ es regular si el conjunto
L= {Vgi(oco),th(wo) S I,j S J(wo)}

es linealmente independiente.

7.2. Teorema de los Multiplicadores de Lagrange

Motivacién: Por ahora nos restringiremos al caso de un problema de maximizaciéon o minimizacién
que consta tUnicamente de restricciones de igualdad para extendernos de manera gradual a casos
mas generales. De hecho, rara vez un sistema no tiene restricciones y por esto nos interesa ampliar
lo que ya hemos visto sobre extremos restringidos.

La pregunta bésica que queremos responder en esta seccién, es ;Cudndo una ecuacién como
g(x,y,z) = 0 define una superficie?

Los dos ejemplos siguientes son muy elocuentes:

L 22 +y*+22-1=0

2. z(z—2*+y*) =0

22+ 9% + 22 — 1 = 0 ciertamente es una superficie (es la superficie de la esfera de radio 1 y centro
en el origen). Sin embargo x(z — 2% + 3?) = 0 no es una superficie.
Este ejemplo nos muestra que la respuesta es local. El problema con la superficie 2. ocurre en el

punto (0,0,0) donde Vg(0,0,0) = (0,0,0).

Definicién 7.6. En general, si el punto (zo, yo, 20) es tal que g(xo, Yo, 20) = 0y Vg(xo,yo, 20) # 0
entonces la ecuacién g(z,y, z) = 0 define una superficie, al menos en una vecindad de (xg, yo, 20); en



FCFM - Universidad de Chile 173

efecto, si Vg(xo,yo, 20) # 0, entonces alguna derivada parcial es no nula, supongamos sin perdida
de generalidad que

0
8*2(5507240,20) #0

entonces, por el teorema de la funcién implicita, es posible despejar y en funcién de (z, z), es decir,
podemos escribir y = y(z, z), y por lo tanto el conjunto S = {(x,y,2) € R® : g(z,y,2) = 0} es
localmente el grafo de una funcién, es decir, es una superficie.

7.2.1. Condiciones de primer orden para extremos restringidos

Considerando la definicién 2.10, en todo lo que sigue en esta seccién los teoremas que presentamos
para maximizacién (minimizacién) son vélidos para la minimizacién (maximizacién), esto se debe
a que un criterio de maximizacién sobre una funcién f céncava (convexa) es andlogo a la minimi-
zacién de —f que es una funcién convexa (céncava). La tnica salvedad es que cuando aparezcan
desigualdades sobre los resultados algunas de estas se invierten (esto se indicard en los casos que
ocurre).

Definicién 7.7. (Espacios normal y tangente, caso particular)

Sean g : R? — R una funcién diferenciable, (x¢,yo, 20) € R? tal que g(zo,v0, 20) = 0, y supongamos
que Vg(xo,yo0,20) # 0. Llamemos S a la superficie que define la ecuacién g(x,y,z) = 0 en torno
a (zo, Yo, 20). Se define el espacio normal a S en el punto (zg,yo,20) como el espacio vectorial
generado por el gradiente de g en el punto (xg,yo, 20) ¥ se denota N(xo, Yo, 20)-

Ny(20,%0, 20) = (Vg(zo, Yo, 20))

El espacio tangente a .S en el punto (xg, Yo, 20) se denota Ty(xo, Yo, 20) y se define como el ortogonal
del espacio normal

Ts(3007y0,20) = NS(anyOaZO)J— = {(x,y,z) € Rg : (‘T’yvz) : Vg(xmyo,ZO) = O}

Nota 7.2. Los espacios normal y tangente, son espacios vectoriales, y no pasan necesariamente
por el punto (zo, Yo, 20)-

Con la definicién anterior, si ¢ : A € R — R3 es una funcién tal que o(t) € S V¢, y o(0) =
(0, Yo, 20), entonces o’(0) € Ts(xo, Yo, 20)-

. Es posible alcanzar cada d € Ts(xo,yo, 20) de esta forma, con una funcién o adecuada?
Supongamos que Vg(zo, yo,20) # 0. Sea d € Tg(xo,y0, 20). Elijamos b # 0 de manera tal que
b L {{v,Vg(xo,y0,20)}); siempre existe tal b pues el espacio vectorial ({d, Vg(zo,yo,20)}) tiene
dimensién 2. Consideremos el sistema de ecuaciones

g(z,y,2) = 0
(m_x07y_y072_20)'b =0

el Jacobiano del sistema anterior en el punto (g, yo, 20) €8

(39/5I($07y0,20) 69/3y(zo,y0720) 39/32’(130,?;0,20))
by by b,

Como b L Vg(zg, yo, 20), la matriz Jacobiana tiene rango 2, y por lo tanto siempre es posible escoger
dos columnas tales que la matriz resultante sea invertible. El teorema de la funciéon implicita nos
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asegura entonces que podremos siempre despejar dos variables en funcién de una. Supongamos sin
perdida de generalidad que es posible despejar (y, z) en funcién de z, entonces

z)) = 0

9(z,y(x), 2(x))
o) b = 0

(Ifx()ay(w)*y()?z(‘r)* )
Si se define o (t) = (t + o, y(t + xg), 2(t + 20)), entonces
g(o(t)) =0 A (o(t) = (z0, 90, 20)) - b =0

para todo t en una vecindad del cero. La funcién o(t) es de clase C! pues las funciones y(z), z(z)
lo son, por lo tanto, derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en t = 0 se
obtiene

Vg(x0,Y0,20) -’ (0) =0 A ¢'(0)-b=0
entonces por la eleccién de b no queda otra posibilidad més que ¢’(0) || d. Si se define &(t) =
o(||d||t/]|o’(0)]]) entonces '(0) = d y g(5(¢)) = 0 para todo t en una vecindad del cero. De esta
forma concluimos que

Ts(w0, 0, 20) = {0’(0)/o(t) € SVt , 0(0) = (0, Y0, 20)}

Teorema 7.4. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange, caso particular)
Consideremos el siguiente problema de optimizacion

P) min f(z,y,2)

Y,z
s.a g(x,y,z)=c

con f,g funciones diferenciables. Si (zo, Yo, 20) es una solucidn del problema P), entonces existe
A €R tal que
V (o0, Y0, 20) = AVg(Zo, Yo, 20)

Demostracion. Sea o : A C R — R3 tal que g(a(t)) = 0y o(0) = (20, Yo, 20), es decir, o(t) € S para
t en una vecindad del origen. Como (xg,yo, 20) es un minimo local de f restringido a S, entonces

d
af(ff(t)) =V f(xo,¥0,20) - 0'(0) =0
t=0
por lo hecho anteriormente, esto equivale a que V f(zo,%0,20) - d = 0 Yv € Tg(xo0,Y0,20) =
V f (20,0, 20) € Ts(xo,yo, zo)L = Ns(zo, Yo, 20), v entonces por definicién de Ny(xo,yo, 20) existe
A € R tal que
V (o, Y0, 20) = AVg(Zo, Yo, 20)
|

Definicién 7.8. (Espacios normal y tangente, caso general)

Sean g;(x) : R® — R Vi € I una funcién diferenciable, o € R™ tal que g;(xg) = 0Vi € I,y
supongamos que Vg;(xg) # 0. Llamemos S a la superficie en R™ que define la ecuacién g;(x) =0
en torno a xg. Por analogia con el caso particular definimos el espacio normal a S en xy como

Ns(zo) = ({Vgi(zo), - Vgr(zo)})

y el espacio tangente a S en &y como

T(x0) = Ny(xo)™ = {d €R" : d-Vgi(xg) =0Vi € I}
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Lema 7.1. Vd € Ty(xg) existec : ACR —-R™, 0€ A con g;(c(t)) =0Vte A, o(t) e SVte A
y ademds o(0) = xo tal que 0’(0) = d. Es decir

T, (o) = {0'(0) s o(t) € SVt , 0(0) = o)
Demostracion. Sean d € Tg(xg) y {b1,...,b,_r_1} una base ortonormal del espacio

{d, Vg1 (xg), ..., ng(:co)}>J‘

Consideremos el sistema de n — 1 ecuaciones

g1(x) =0
((l? — Il?o) . b1 = 0
(33 - .’130) : bn—k—l = 0

El vector x satisface las ecuaciones, y la matriz Jacobiana del sistema es

Vi (o)

Vi (xo)
b,

bn—k—l

que es una matriz de rango n — 1, por lo que podemos seleccionar n — 1 columnas tales que la
matriz resultante sea invertible, y gracias al teorema de la funcién implicita (teorema 5.3) podemos
despejar n—1 variables en funcién de la restante en una vecindad de xo. Entonces existe 0 : A — R",
con A = (—¢,¢), definido de manera andloga al caso particular, tal que g;(c(t)) =0Vt € Ay
(O'(t) —.CI}()) b, =0Vt, i€ {1,...,%— k— 1}.

Derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en t = 0 se obtiene que
Vgi(zo) -0’ (0)=0Vie{l,...,k} Ad’(0)-b;=0Vje{l,..,n—k—1}

lo que implica que ¢/(0) || d. Definiendo &(t) = o(||d||t/]|c’(0)]]) tenemos que &' (0) = d, lo que nos
da el lema, pues la otra inclusién {o’(0) : o(t) € SVt, 0(0) = xo} C Ty(xo) es directa (andloga a
la demostracion en el caso particular). |

Teorema 7.5. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange,caso general)

Consideremos el siguiente problema de optimizacion
P) min x

) min @) 5

s.a gi(x)=c Vie{l,.. .k}

donde f,g; : R™ — R son funciones diferenciables. Supongamos que f alcanza un minimo local en
xg € S, donde S = {x € R" : g;(x) = 0}, y que Dg(xy) € Myxn tiene rango k. Entonces existe
un vector A € R* tal que

k
Vf(xo) = Z AiVgi(xo)

Puesto que Dg(xg) es de rango k, el espacio Ng(xg) es un espacio vectorial con dim Ng(xg) = k,
y por lo tanto dim Ty (xg) = n — k.
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Demostracion. A partir del lema 7.1 tenemos que Vo : A C R — R™ tal que g(o(t)) = 0A0(0) = xg

d

SHo(t)] =V i(wo)-0'(0) =0

t=0

puesto que xg es un minimo local de f restringido a S. Lo anterior es equivalente, gracias al lema,
a que Vf(xg) -d=0Vd e Ty(xp), o sea, Vf(xyg) € Ns(xo) lo que implica que

k
V f (o) = Zwmo)

para ciertos A1,..., A € R, que es lo que se queria demostrar. |

Los teoremas 7.4 y 7.5 dan una condiciéon necesaria de optimalidad con restricciones de igualdad.
También son validos para un problema de maximizacion, esto porque de acuerdo a la definicién de
funcién convexa (definicién 2.6) tenemos que minimizar una funcién f convexa equivale a maximizar
la funcién —f que resulta ser céncava.

Sea xp un minimo de f restringida a S, se cumple que

k
V f(xo) = Zwmm

Para la maximizacion tendriamos lo siguiente
k
=Vf(zo) = E AiVgi(xo)
i=1
Esto sugiere que si escribimos el Lagrangeano para el caso de la minimizacién como

k
L(z,A) = f(z) — Z Aigi(x)

Para un problema de maximizacion debe expresarse

k
L(z,A) = f(z) + Z Aigi(x)

En la préctica, la ventaja que genera el cambio de signo es que la interpretacién de los multipli-
cadores de Lagrange es directa en problemas de maximizacién y minimizacién. Antes de dar la
interpretacién presentaremos algunos ejemplos que nos mostraran esto en el camino para formali-
zar el resultado con el teorema de la envolvente. Al momento de resolver no hay diferencia para el
caso en que trabajamos con restricciones de igualdad.

Nota 7.3. Ninguna de las condiciones del teorema puede relajarse y ademas el teorema no nos
garantiza que los multiplicadores sean no nulos. Si sucede que, por ejemplo, la matriz que define
Dg(zxg) no es de rango completo (no es de rango k) o los gradientes de la funcién objetivo y las
restricciones son linealmente dependientes, el sistema que definen las condiciones de primer orden
de la funcién Lagrangeano no tiene solucién.

La condicién de independencia lineal entre los gradientes de la funcién objetivo y las restricciones
se tiene particularmente en el caso en que el nimero de restricciones es estrictamente menor que
la dimension del espacio sobre el cual trabajamos. De esto es que la hipdtesis de independencia
lineal resulta muy restrictiva.
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Los dos ejemplos que siguen son ilustrativos de lo que pasa cuando no se cumplen las condiciones
del teorema o al menos un multiplicador se anula.

Ejemplo 7.2. Consideremos el problema

min x4+ y?
T,y
sa T—1y>=0

Observemos que V f(z,9)|0,0) = (1,0) y Vg(z,¥)|0,0) = (1,0). Entonces, los gradientes son lineal-
mente dependientes y no se cumple que V f(z,y)|(0,0) — AVg(z,y)|(0,0) = (0,0) a menos que A =1
lo que hace que el sistema que definen las condiciones de primer orden del Lagrangeano no tenga
solucién dado que el par (1,0) no cumple la restriccién del problema.

Ejemplo 7.3. Consideremos el problema

min 22+ y?
z,y
sa x=0

Observemos que Vf(z,y)|0,0 = (0,0) y Vg(z,y)l0,0 = (1,0). Entonces no se cumple que
Vi, 9)l0,0 — AVg(x,9)l0,0 = (0,0) a menos que A = 0 lo cual nos lleva a que el sistema
que definen las condiciones de primer orden del Lagrangeano no tenga solucién.

7.2.2. Condiciones de segundo orden para extremos restringidos

Definicién 7.9. Para el caso de minimizacién definiremos el conjunto de direcciones criticas como

K(zo) ={d €R" : Vg;(z0)-d=0Vic I, Vf(xg)-d>0}

Mientras que para el caso de maximizacién definiremos el conjunto de direcciones criticas como
K(mo) = {de R™: Vgi(aco) -d=0Vie I, Vf(ilio) -d < O}

Ya vimos un teorema que nos da las condiciones de 29° orden (teorema 2.17) el cual lo podemos

enunciar, con una hipétesis menos estricta, de la siguiente forma

Teorema 7.6. Sea xo un minimo local del problema (7.3) y supongamos que existe X € R tal que

k

Vi(@o)+ Y AiVgi(zo) =0Viel
i=1

considerando que {Vg1(xo),...,Vagr(xo)} es linealmente independiente. Entonces Vd € K (xq) se
cumple que la forma cuadrdtica d* (HyL(xo, X))d es semi definida positiva, es decir

d” (H,L(xy,\))d >0

Demostracion. Sean f,g; Vi € I funciones de clase C2. Definamos ¢ : A C R — R" tal que
0(0) =z y g(o(t)) =0, es decir o(t) € S. Entonces por la convexidad de f

2
oo =0
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y por definicién

d2

ﬁf(a(t)) =d{ (Hf(zo))d1 + Vf(xo) - ds >0 (*)

t=0
Como L(xg, A) = f(zo) + Zle Aigi(xo) tenemos que
Vf(@o) + A" Vg(@o) =0

donde X € RF y g(xg) = (g1(0), - - ., gr(x0)). Consideremos que

A'Vg(@o) = A Vg(o(1)) =0
y diferenciando con respecto a t se obtiene

di (A" Hg(zo))d1 + AT Vg(zo) - dy = 0 (**)

Sumando (**) a (*)

di (H f(zo) + AT Hg(z0))dr + (V f(20) + AT Vg(x0)) - d2 > 0

0

dY (H,L(xo,\))d, >0

Como d; es arbitrario en K(x) se tiene que el resultado es valido para cualquier d € K(xg) y
llegamos a
d(HyL(xo,\))d >0, d € K(x)

Teorema 7.7. Sea xy un mdzrimo local de un problema de mazximizacion con la estructura del
problema (7.3) y supongamos que existe X € R¥ tal que

k
Vf(ilio) — Z )\ngl(mo) =0Viel

i=1

considerando que {Vg1(xo),...,Var(xo)} es linealmente independiente. Entonces Vd € K (xq) se
cumple que la forma cuadrdtica d* (HyL(xo, X))d es semi definida negativa, es decir

d" (H,L(zo,\))d <0

Demostracion. Es andloga a la del teorema 7.6. Basta con tomar f céncava y como —f es convexa
se concluye. |

Ahora formularemos el teorema 2.17 tal como se vio en el capitulo 4.

Teorema 7.8. Sea Ty un vector factible del problema (7.3) y supongamos que existe X € RF tal

que
k

Vf(mo) + Z )\ngz(a:o) =0Viel

i=1
Para todo d € K (x0) \ {0} la forma cuadrdtica d* (H,L(xo, X))d es definida positiva, es decir
d"(H,L(xz,\))d > 0

Entonces xg es un minimo local estricto.
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Demostracion. Consideremos que f es estrictamente convexa y supongamos que g no es un minimo
estricto de f restringida a S. Escogamos {@y}nen en S tal que &, — xo y f(@n) < f(xp). Sea

T, =X+ Ypdn con v, >0y

Ly — Lo

d, Hdn” =1

lwn — ol
Se tendrd que v, = ||€n, — xoll, 7» — 0y {d,} es acotada por lo que tiene una subsucesién
convergente a dj.

Como {x,} € S se tiene que g;(x,) = 0 Vi € I. Definamos g(xo) = (g1(x0), - .., gx(x0)) ¥ de esta
forma

9(@y) — g(®o) =0 = g(xo + Yndy) — g(x0) =0
si dividimos esto por 7y, tal que v, — 0, en la medida que n — co se obtiene Vg(x¢) - do = 0.

Usando el teorema de Taylor (teorema 2.2), para todo i € I se cumple
2
9i(®n) — gi(®0) = 1 Vgi(mo) - dn + l;dZ(Hgi(ma»dn =0 (*)
y también se tiene que
2
f(en) = f(wo) = 1V f(20) - dn + 77”ﬂlf(Hf(fBb))dn <0 (**)

con ¢, = ax, + (1 — a)xg, a €]0,1] y x, = Bz, + (1 — B)xo, B €]0,1], es decir &, y @} son
combinaciones convexas de g y Ty.

Consideremos L ||l@, — @o||? > f(xn) — f(x0), entonces 2||x, — xol|> > 0. A partir de (**)

2
1
WV (@0) - dy + ] (Hf(20))d < | — 2ol

Multiplicando (*) por \; y aplicando la sumatoria Zle () para agregar las k restricciones formamos
lo siguiente

2
N (g(@2) = g(@0)) = 1A" Vg(@o) -y + 2 d] (X Hg(@a))d, = 0 )
Sumando (***) a (**) se obtiene

2
1
Y (Vf(@0) + AT Vg(xo)) - dyy + 7fdfﬂtff(aﬂb) +ATHg(za))d, < ~lln = 2o

0

2
1
L] (H f (@y) + AT Hg(@))dn < ||, — 20|
como vy, = ||e, — xo]
d(H (@) + X" Hg(w.))d,, <

S

y tomando limite cuando n — oo
dg(Hf(xo) + }\THg(ilio))do < 0

Observemos que en esto ultimo aparecen x, y @p. Como tomamos limite cuando n — oo y se tiene
que x,, — xg, entonces T, — Loy Tp — To.

De esta forma hemos llegado a que cuando xy es un minimo local estricto de f restringida a S
no es posible que la forma cuadratica d” (H,L(xo, \))d sea semi definida negativa y como d es
arbitrario se concluye la demostracion. |



180 7.2. TEOREMA DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Teorema 7.9. Sea xg un vector factible de un problema de maximizacion con la estructura del
problema (7.3) y supongamos que existe X € R¥ tal que

k
Vf(ﬂ?o) — Z )\ngl(mo) =0Viel

i=1
Para todo d € K(xo) \ {0} la forma cuadrdtica d* (H,L(x, X))d es definida negativa, es decir
d" (H,L(z,\))d <0

Entonces xg es un mdzimo local estricto.

Demostracion. Es analoga a la del teorema 7.8. Basta con tomar f céncava y algin xg factible
suponiendo que no es maximo, como — f es convexa se concluye. |
Nota 7.4. Los teoremas 7.6 y 7.7 nos dan una condicién necesaria de segundo orden mientras que

los teoremas 7.8 y 7.9 nos dan una condicién suficiente.

Los teoremas 7.7 y 7.9 nos dan una condicién suficiente de segundo orden. Podria creerse que la
condicién clave para ambos teoremas es que el conjunto {Vg;(xg)} sea linealmente independiente
Vi € {1,...,k}, sin embargo la condicién es que se cumpla que g;(x¢) = 0 Vi € I. Basta con que el
Hessiano del Lagrangreano solo con respecto a x sea definido positivo en el conjunto de direcciones
criticas y no en cualquier direccién arbitraria.

Ejemplo 7.4. En el ejemplo (2.10), diga si el punto (xq, yo) = (—%, %) es un maximo o un minimo.

Solucion. Para esto, construyamos primeramente el Lagrangeano del problema:

L(z,y, ) =2+ = Ay —z — 1)

Recordemos que el multiplicador de lagrange era A = 1, por tanto, el Hessiano del Lagrangeano
queda:

2 0
HzL(x07y07)‘) = ( 0 2 )

el cual es definido positivo para todo d, en particular para las direcciones del conjunto de direcciones
criticas y por tanto el punto (xg,yo) = (—%, %) es un minimo. O
Ejemplo 7.5. Optimice el valor de la funcién f(z,y) = x sobre el conjunto de puntos (z,y) tales
que 2% + 2y = 3.

Solucion. El Lagrangeano para este problema queda de la siguiente forma:
L(z,y,A) =z — Aa? + 2% = 3)

a partir del cual, aplicando el sistema lagrangeano (2.4) se obtiene

1 22/\330

4= Ayo

3 +2y3 =3
122/\33‘0 1:2/\1_0

3 +2y8 =3
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y por tanto, los posibles candidatos a extremos (A no puede ser cero) son:

(21,91, A1) = (\/3,0, 2\1/5)

($27@12,)\2):(_\/§’07_2\1/§>

por otro lado se tiene que:
-2\ 0

es decir, para

(21,91, M) = (x/ﬁ,o,%l/g)

H,L(x1,y1,\1) es definida negativa y por tanto (z1,y1) = (v/3,0) es un méximo local mientras

que para

(2, Y2, Aa) = (—\/§,o,—2\1/§>

H,L(x2,y2, \2) es definida positiva y por lo tanto (x2,y2) = (—+/3,0) es un minimo local.

Ejemplo 7.6. Consideremos el siguiente problema

max xy-+yz+xz
z,y,z

sa x4+y+z=1

O

Nos interesa saber si la solucién (en caso de que exista) efectivamente corresponde a un méximo

local estricto.

Solucion. El Lagrangeano corresponde a
Lz, N)=zy+yz+az—ANz+y+2z—-1)
Aplicando el sistema Lagrangeano llegamos a lo siguiente

y()‘f’Z()*)\:O

xo+2—A=0 Lo = Yo o =1/3

_ = Yo= 20 = Yy =1/3
oty =A=0 Zo+yo+z0=1 z0=1/3
2o+ yo+20 =1 0+ % + 2o 0

Entonces f(zo, Y0, 20) = 1/3 y el valor del multiplicador de Lagrange es A\ = 2/3.

Para las condiciones de segundo orden tenemos

0 1 1 0 0 O
Hf(xg)=(1 0 1 Hg(xg)=(0 0 0
1 1 0 0 0 0
Entonces,
0 1 1
H, L(z0,\) = Ho f(20) + AT Hg(zo) = (1 0 1
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Podriamos usar el criterio de los menores principales para determinar si la matriz resultante es semi
definida positiva o negativa. Usando esto se obtiene |H;| = 0, |Hz| = —1 y |Hs| = 2 lo cual bajo
tal criterio nos dice que la matriz no es semi definida negativa ni tampoco semi definida positiva.

Los teoremas 7.6, 7.7, 7.8 y 7.9 establecen una condicién de segundo orden que pide que H, L(xg, A)
sea semi definida positiva (caso minimizacién) o semi definida negativa (caso maximizacién) a lo
menos en K (x).

Definamos d = (x,y, z) y entonces
d" (H, L(zo, N)d = z(y + 2) + y( + 2) + 2(z + y) (*)

Tengamos presente que en K(z) se cumple que Vg(z) - d = 0, entonces z + y + z = 0 por lo que
podemos reescribir (*) como

dT(H,L(zo,\))d = — (22 + 4% + 2%) < 0

observemos que —(z2 + 3% + 22) < 0 pero restringido a K(x) se tiene la desigualdad estricta y
entonces la soluciéon encontrada es un maximo local estricto. O

7.2.3. Ejemplos de Microeconomia en varias dimensiones

Ahora daremos algunos ejemplos en los que se debe resolver una funcién Lagrangeano que consta
de n 4+ 1 variables. Es importante revisar estos problemas con detalle puesto que entregan una
formulacion para casos generalizados.

Ejemplo 7.7. En la ciudad de Titirilquén todas las empresas minimizan sus costos de operacién.
Supondremos que en esta economia existen n factores productivos que tienen un costo unitario de
w; por unidad.

En lo que sigue, supondremos que existen m empresas y que la empresa representativa de la ciudad
elabora un tnico producto y su estructura de produccion se puede representar mediante la siguiente
funcién:

fl@)= AT =
=1

Donde los pardmetros A, «; son positivos. Las curvas de nivel de esta funcién, en un caso particular,
corresponden al siguiente grafico

Figura 7.1: Funcién Cobb-Douglas f(z1,22) = :c?’5a:g’5
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Para fijar ideas, intuitivamente a partir del grafico del caso particular, es posible deducir que el
problema se puede resolver mediante Lagrangeano.

Lo que nos interesa obtener es la demanda por factores z;(w, @), donde z; es la demanda por el
insumo i-ésimo en funcién de w (vector de R" que representa los costos de los n insumos) y de @
que representa un nivel de produccion fijo. Esta demanda proviene del siguiente problema:

min Y0 wi;
xT
S.a f(m)ZQ7 95120

el cual se puede reescribir como
min - 371w
xr

sa  f(@)=Q
De lo anterior obtendremos:
1. El planteamiento del problema de minimo costo y el Lagrangeano del problema.

El multiplicador de Lagrange.

Las demandas por factores que resuelven el problemas.

= W D

Una expresion para la funcién de costos a partir de las demandas éptimas de cada factor.
Solucion.

1. Lo primero serd tener en cuenta que para un nivel de produccién fijo, digamos @, tenemos

que
n

Q:AHSC;M

i=1
Luego, el problema de minimizacién es:

’ n
min L, wir
xr

sa Al 2z =Q

Con esto en mente escribimos la funcién Lagrangeano

L(z,\) = iwixi —A <Aﬁx? - Q)
i=1 i=1

Para el caso en que la solucién es interior (z; > 0 Vi) tal que A = %7 las condiciones de
primer orden son

oL A AT “
or T 0 ®)
aL_ - o T — 3k
8)\_Q A”mZ = (**)

De (*) despejamos x;
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2. Para obtener el multiplicador definimos » ;- | a; = k para simplificar la escritura, de la parte
anterior tomamos el dltimo resultado, lo reemplazamos en (**) y obtenemos

n ai (073
Ql—k — A)\k . ()
Reordenando términos se obtiene lo pedido
Ql—k 1
A . n a; i
I (5:)

n a;/k
P Q(l—k)/k [[is, w; /
Al/K H?:l O‘?i/k

A=

3. Reemplazando el multiplicador en (*) obtenemos la demanda por el insumo j-ésimo.
n o/ DT a;

e = u-bm (Ilizwi 77 ) a0

’ Al/k H?:l O[Zal/k w‘y

(@M%> [T, wi/"

o= W; .Al/kH?ZIOé?i/k
1/k n (673 k
Lo (9) e e
J - n o; [k .
A [Tizy O%l/k Wi

4. Finalmente para la funcién de costos multiplicamos la demanda éptima por w; y agregamos
los n términos aplicando la sumatoria Z;L:I() Se obtiene.

n Q 1/k Hrb_l wqi/k:
C(va)zwy‘l’j( S ek R
=1 A [Ty o i/
O

Ejemplo 7.8. Suponga que la vina Don Pacha se dedica exclusivamente a la produccién de vino
Carménere, el cual se elabora con n factores productivos y la funcién de produccién es la siguiente:

n v/p
fl®)y=A <Z osz)
1

Donde los pardmetros A, «;, p, v son positivos y p € (0,1).

Como en el ejemplo anterior obtendremos:

1. El Lagrangeano del problema.
2. El multiplicador de Lagrange.
3. Las demandas por factores que resuelven el problemas.

4. Una expresion para la funcién de costos a partir de las demandas éptimas de cada factor.
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Solucion.

1. La estructura del problema no ha cambiado. Para simplificar el desarrollo algebraico, la
funcién de produccién dado un nivel de produccién fijo se puede expresar como

Qv =AY (Z amf)
i=1
De esto formamos el Lagrangeano del problema
b= S (41 (L) )
1 i=1

Para el caso en que la solucién es interior (z; > 0 Vi) tal que A = %, Las condiciones de
primer orden son

L P _
oL _ w; — AAY paz?™t =0
3xi
OL o o [
i=1

De (*) despejamos x;
w; = AA® paga? ™"

A pa;\ T
s = (200 ()

A partir de este resultado la idea es formar la funcién de produccién nuevamente, para lo
cual basta con elevar a p, luego multiplicar por «;, agregar los n términos aplicando la
sumatoria Y., (-) y finalmente multiplicar por A% para llegar a una expresién equivalente
aQv. Despejando @ se obtiene

v

L TP W
Q=AT7(\p)T7 (Z az‘lpwipl>
i=1
2. De lo anterior, podemos despejar el multiplicador con la finalidad de reemplazar en (**)
Ql

1
1 1 - =~ 2 i
SA=p) pT=7 E —P gy P
AvT=p) pT=p a;, " w/
i=1

3. Reemplazando el multiplicador, que intencionadamente dejamos elevado a ﬁ para reem-
plazar directamente en (**), se obtiene la demanda condicionada por el factor j-ésimo

1
Alfp =

1 1

1 1 1
C? v al PPt
o= (¥ j j
J A %
n 1 1
T—p, T-p
> a; " w;
Jj=1
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4. Ahora solo nos falta encontrar la funcién de costos, para lo cual basta con multiplicar por w;
’ . . . n .
y finalmente agregar los n términos aplicando la sumatoria > J;_, (-). Se obtiene

n 1
AN

E:w,x,: “

73

; A n 7

J=1 ™, T

§ a; ~w;

i=1

En esta dltima ecuacion hay que arreglar las sumatorias que son independientes del indice y

se obtiene )
-

et =S~ (8)' ()
=1 i=1

O

Ejemplo 7.9. Ahora ilustraremos un caso en que la funcién objetivo y la restriccién son lineales.
Esto con la finalidad de dar una interpretacién al multiplicador de Lagrange que presentaremos
durante el desarrollo del ejercicio y retomaremos mas adelante.

Supongamos que los completos de la calle Gorbea son fabricados mediante un proceso que es
representable por medio de la siguiente funcién:

flx) = Z Qi
=1

Aunque sea poco realista, ya que da lugar a una perfecta sustitucion de insumos, tomaremos esta
funcién para desarrollar un caso en que la solucién 6ptima no es interior y la solucién no es directa
mediante Lagrangeano.

Como en el ejemplo anterior obtendremos:

1. El Lagrangeano del problema.
2. El multiplicador de Lagrange.
3. Las demandas por factores que resuelven el problemas.

4. Una expresion para la funcién de costos a partir de las demandas éptimas de cada factor.
Solucion.

1. El problema tiene la misma estructura de los dos ejemplos anteriores. Por lo tanto el Lagran-
geano del problema es

L(z,\) = iwixi - A (i QT — Q)
i=1 i=1

v las condiciones de primer orden son las siguientes:

oL
8%— o

w; — Aa; =0 ViE{l,...,TL} (*)
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oL &
—:Zaixi—on (**)
OA i=1

Estas condiciones no tienen solucion directa.

2. De lo anterior, a partir de (*) tenemos que A = w; /a; pero debemos ser criteriosos y considerar

. Wy
A =min —
1 041'

asi estamos considerando una unica solucién del problema cuando existe un tinico cociente
que minimiza A. Si para algin j se tiene que w;/a; > A entonces z; = 0.

3. A partir de (**) tenemos que

- aij S11 =]
J= C
0 sii#j

En caso de que la solucién no sea tinica cualquier combinacién convexa de los distintos x; es
una solucién valida del problema. Si D es el conjunto de demandas factibles que resuelven el
problema definimos este conjunto de la siguiente forma:

D:{er:wjginizl,...,n}

a ay (67

donde e; denota la j-ésima componente de la base canénica de R™. Asf obtenemos que cual-
quier combinacion convexa de demandas factibles da lugar a una demanda factible por facto-
res o insumos. De esta forma la condicién para una solucién tnica del problema es que exista
s6lo un cociente w; /a; compatible con

. Wy
A =min —
7 Oé,L'

y asi garantizamos que la solucién no es interior.

Una situacién distinta en que no hay solucién tnica es cuando la funcién objetivo y la
restricciion son iguales, con lo cual cualquier solucién interior es éptima y genera el mismo
valor en la funcién objetivo pues no habria un Unico valor minimo para el multiplicador.

4. La funcion de costos esta dada por

C(Q,w) —Q~m1’n{w1,... w2}

(&3] ’ (65

pues habiendo perfecta sustitucién de factores y ademaés siendo la solucién no interior se ele-
gira producir utilizando nada més que el factor productivo cuya relacién costo-productividad
sea menor.

Para fijar ideas es 1til pensar en el caso de R2. Si la pendiente se determina segtin

flove) = of Joa

habria que comparar si esta pendiente es mayor, menor o igual a la relacién de precios rp, = Py, /Dy, -
Se tienen tres casos posibles:
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1. Mz, 20) > Tp, entonces la soluciéon éptima es 7 =0y 23 > 0.
2. Myf(ey,2) < Tp, entonces la soluciéon 6ptima es x7 > 0y x5 = 0.

3. Myf(sy,25) = Tp, entonces la soluciéon éptima es cualquier combinacién de valores positivos de
1y T2 que respeten la restriccion. Luego, la soluciéon no es tnica y hay infinitas soluciones
para este caso.

O

Ejemplo 7.10. Suponga que los habitantes de Puerto Varas alcanzan cierto nivel de bienestar o
utilidad por el consumo de una canasta de n productos. Un estudio de mercado ha revelado que
su funcién de utilidad es la siguiente:

Donde o; > 0 Vi y Z?Zl a; = 1. La restricciéon al consumo viene dada por un ingreso I que se
gasta en su totalidad en productos perfectamente divisibles, los cuales se venden a un precio p;
cada uno.

Obtendremos lo siguiente:

1. El problema de maximizacién de utilidad del individuo representativo y la funciéon Lagran-
geano y las condiciones de primer orden.

2. Una expresién para el multiplicador de Lagrange.
3. La demanda éptima por el producto j-ésimo que resuelve el problema.

4. Una expresion para la funcién de utilidad en términos de las demandas 6ptimas.
Solucion.

1. El problema a resolver es:
méx [,z
x
n
sa Y pii=1

Del problema de maximizacién el Lagrangeano corresponde a
n n
L(x,\) = Hmf‘ +A (I - Zpim)
i=1 i=1
Luego, las condiciones de primer orden respectivas son:

OL o[ af
S Gl *
oz, .. p ()

L n
87:]*2191‘%:0 (**)
i=1

OA
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2. Como u(z) =[], 3", vamos a reemplazar en (*) y obtenemos
QU = Ap;; (**%)

De esto obtenemos A en términos de (u, a, p, x)
;U

DiZ;

A=

3. Consideremos que I = Y | p;z; y >y @ = 1 por lo que en (¥**) vamos a agregar términos
aplicando la sumatoria Y. (-)

u=A
Si reemplazamos esto dltimo en (***) obtenemos
il = pix;

Sélo falta reordenar y obtenemos la demanda por el insumo j-ésimo (los indices son indepen-

dientes) en términos de (I, o, p)
L

T; =
J
pj

4. Reemplazamos directamente el tiltimo resultado en u(z) = [[/_, {"

o)

y obtenemos

O

Ejemplo 7.11. Suponga que los habitantes de Frutillar alcanzan cierto nivel de bienestar o utilidad
por el consumo de una canasta de n productos. Un estudio de mercado ha revelado que su funcién
de utilidad es la siguiente:
n
u(x) = Z T,
i=1

Donde a; > 0Vi € {1,...,n} y > i, a; = 1. En esta ciudad todos quieren obtener el nivel mas
alto de utilidad sabiendo que su presupuesto es limitado. Debido a la forma funcional de la utilidad
en determinados casos la solucién 6ptima del problema llevard a consumir una cantidad nula de
algun producto ante lo cual no se cumple la condicién de paralelismo de los gradientes de la funcién
objetivo y las restricciones como se evidencia en cualquier solucién interior que podamos encontrar
mediante Lagrangeano.

Obtendremos lo siguiente:

1. El problema de maximizacién de utilidad del individuo representativo y la funciéon Lagran-
geano y las condiciones de primer orden.

2. Una expresién para el multiplicador de Lagrange.
3. La demanda éptima por el producto j-ésimo que resuelve el problema.

4. Una expresion para la funcién de utilidad en términos de las demandas 6ptimas.
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Solucion.

1. El problema tiene la misma estructura del ejemplo anterior por lo tanto el Lagrangeano

corresponde a
L({B, )\) = Zaixi —+ A (I — Z]hl’i)
i=1 i=1

v las condiciones de primer orden respectivas son:

OL ) *
axi—ai—)\pi—O Vie{l,...,n} *)
oL - o *k
o~ =0 ™)

Estas condiciones no tienen solucion directa.

2. De lo anterior, a partir de (*) tenemos que A = «; /p; pero debemos ser criteriosos y considerar

(o %
A = méix —
v Pi

asi estamos considerando una tnica solucién del problema cuando el cociente que maximiza
A es unico. Si para algin j se tiene que «;/p; < A entonces z; = 0.

I D
- »y sii=}
0 siifj

3. La solucién es unica en caso de que no sea interior y debe cumplirse que

A partir de (**) tenemos que

L>N vie{l,...,n}

7

Las soluciones interiores se dan cuando el problema no tiene solucién tnica. En caso de
que la solucién no sea tnica cualquier combinaciéon convexa de las demandas es una solucion
valida del problema. Asi si D es el conjunto de demandas factibles que resuelven el problema,
definimos D de la siguiente forma:

I j i ‘
Dz{ejzaj>a Vz:l,...,n}
pi Pj Di

donde e; denota la j-ésima componente de la base canénica de R™. Entonces tendremos que
la solucién del problema seria cualquier z; € D.

De esta forma, la condicién para una solucién unica del problema es que exista solo un
cociente «;/p; compatible con

. Qy
A = max —
1 .’I,',L'

y asi garantizamos que la solucién no es interior.
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4. Para obtener una expresién para el nivel de utilidad reemplazamos directamente el dltimo
resultado en u(x) = Y., a;z; y obtenemos

IO[Z‘
ulx) =
(@)=

en el caso en que la solucién no es interior. Si la funcién objetivo y la restriccion son iguales
tenemos que

1
Qg
u(w) =1- Z%‘*
i-1 P
donde v € [0,1] y >0, v = 1.

O

Ejemplo 7.12. Suponga que los habitantes de Titirilquén alcanzan cierto nivel de bienestar o
utilidad por el consumo de una canasta de n productos. Un estudio de mercado ha revelado que
su funcién de utilidad es la siguiente:

u(@,y) =F1 Y a;In(z;) + fay

i=1

Donde (@1,...,Zm,y) €ER", 3; >0, a; >0Vi e {1,...,n} y >i", a; = L. Las curvas de nivel de
esta funcién, en un caso particular, corresponden al siguiente grafico

T2 1o}

Figura 7.2: Funcién cuasilineal f(z1,22) = 0,11n(x1) + 24

Para fijar ideas, intuitivamente a partir del grafico del caso particular, es posible deducir que el
problema se puede resolver mediante Lagrangeano pero hay que ser cuidadosos puesto que a partir
del mismo grafico se deduce que la solucién puede no ser interior.

En esta ciudad todos quieren obtener el nivel més alto de utilidad sabiendo que su presupuesto
es limitado. Debido a la forma funcional de la utilidad en determinados casos la soluciéon éptima
del problema llevara a consumir una cantidad nula de algin producto ante lo cual no se cumple
la condicién de paralelismo de los gradientes de la funcién objetivo y las restricciones como se
evidencia en cualquier solucién interior que podamos encontrar mediante Lagrangeano.

Ante esta situacién:
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. Coémo plantear y resolver el problema de maximizaciéon de manera simple?

. {Bajo qué condiciones el método del Lagrangeano nos permite encontrar una solucién inte-

rior?

En caso de existir solucién de ambos problemas, ;jse cumple la unicidad de la solucién?

Solucion.

1. El problema de maximizar utilidad sigue una estructura andloga a la del ejemplo anterior,

entonces el Lagrangeano corresponde a

L(z,\) = 1 Zai In(z;) + foy + A (I - Zpixi pyy>
im1

i=1

Para que exista una solucién interior nos basta con tomar las condiciones de primer orden

oL _ froi "
o = o Ap; =0Vie{l,...,n} (*
oL

ay ~ R0 (**)

De las ecuaciones (*) y (**) se obtienen respectivamente

_af B
z= S0y A= 2
AD; Dy
Juntando ambos resultados
_ qifipy
‘ Bapi
y entonces
Doty = aiﬂlpy
o B2

Aplicando Y, (+) a esto dltimo

i _ Blpy
pix; = 3
i=1 2

Cuando y > 0 se tiene que Y., p;x; # I y de esto se concluye que

_ By
Ba

Debemos tener presente que la condicién para que esto efectivamente sea una solucién interior
es I > P Fnp caso de que esto ultimo se cumpla con signo de mayor o igual se tendra que
y = 0.

y=1

Sil < % se tendra que en el éptimo y = 0 y lo Unico que nos restaria del problema es
resolver la ecuacién (*).

Reordenando (*) obtenemos

_aifh

Di%;

(***)
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Aplicando )"}, (-) obtenemos
Al = fy

Reemplazando (***) en esto ultimo obtenemos

OéZ'I
bi

€Tr; =

Entonces, la solucién del problema es virtud de los pardmetros corresponde a

Ofiﬂlpy . Blpy
Bop sil > 5 I 5;1711 si 1> B1py
Ti = y Yy = 0 2 DT 1]27y
il si 1<
a sil < Bipy Bo
Di Ba

2. Para una solucién interior debe cumplirse que

Blpy
Ba

M4ds atn para una solucién valida (valores postivos dada la naturaleza del problema) es que
la solucién la separamos por casos en virtud de los parametros.

I>

3. La condicién encontrada anteriormente garantiza la unicidad de la solucién y no hace falta
agregar mas condiciones.
O

Ejemplo 7.13. Suponga que los habitantes de Salsacia y Conservia alcanzan cierto nivel de
bienestar o utilidad por el consumo de una canasta de n productos. El gobierno ha hecho un
estudio que revela que la funcién de utilidad del ciudadano representativo es la siguiente:

u(x) = mil'n{aimi}

Donde «o; > 0 Vi € {1,...,n}. Las curvas de nivel de esta funcién, en un caso particular, corres-
ponden al siguiente grafico

T2 1o

Figura 7.3: Funcién Leontief f(x1,22) = min{z1,z2}
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Para fijar ideas, intuitivamente a partir del grafico del caso particular, es posible deducir que
el problema no se puede resolver mediante Lagrangeano ya que para n > 2 la funcién no es
diferenciable.

En esta economia todos quieren obtener el nivel més alto de utilidad sabiendo que su presupuesto
es limitado.

Ante esta situacién:

1. ;Cémo plantear y resolver el problema de maximizacion de manera simple?

2. ;Bajo qué condiciones el método del Lagrangeano nos permite encontrar una solucién inte-
rior?

3. En caso de existir solucién del problema, ;jse cumple la unicidad de la soluciéon?

Solucion.

1. El problema tiene la misma estructura del ejemplo anterior pero no es posible resolver me-
diante Lagrangeano. Sin embargo, no es muy dificil notar que el vector * de demandas
optimas es tal que

AT = ... = 0QpTp

en general, cada uno de los argumentos es igual a un valor constante a;x; = k. Luego, se
tiene que

- bj

pjxj = QT —

Qj

aplicando la sumatoria Z?Zl(-) se llega a

_ J _
I—Oéil'ig - = %= = g
@j %23:157].

j=1
2. Para una solucion interior bastard con el hecho que k # 0, que es lo mismo a decir o;x; # 0 Vi.
En caso de que k = 0 se tendria que u(a) = 0 si para algtin ¢ se tiene que ayx; = 0y de esta

forma el vector de demandas dptimas se anularia en todas sus componentes, pero este caso
se darfa si I = 0.

3. En cualquier caso la solucién es tnica.

O

Los casos en que presentamos en los ejemplos 7.9 y 7.11 nos dan la siguiente interpretacién del
multiplicador de Lagrange: Expresa cuanto baja (resp. sube) el valor de la solucién 6ptima de
un problema de minimizacién (resp. maximizacién) ante cambios en los pardmetros del problema.
Esta interpretacion es extensible a los demds ejemplos pero la maximizacion o minimizacién del
cociente que equivale al multiplicador lo deja totalmente en claro. La formalizaciéon de esto viene
enseguida.
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7.2.4. Teorema de la envolvente

Motivacién: En diversas areas de la ingenieria y ciencias nos encontramos con sistemas en los
cuales es aplicable un criterio de maximizacién o minimizacién. Ya hemos visto formas de resolver
esto pero, muchas veces para facilitar el cdlculo y ahorrar trabajo cabe preguntarse si existe alguna
técnica que nos permita cuantificar cémo cambia la soluciéon éptima ante cambios en los parametros
del sistema o bien, muchas veces tenemos sistemas similares cuya diferencia sélo radica en los
parametros que los definen.

Teorema 7.10. (Teorema de la Envolvente) Sean f : R"™™™ — R, g; : R"*™ — R funciones

cdoncavas y diferenciables y (x,c) € R™ x R™. Consideremos el problema

méx f(x,c)
s.a  gi(e,e)=0Vie{l,...k}
y definamos la funcidn valor V(e) = max{f(z(c),¢c) : x € S}.

Como el problema consta unicamente de funciones diferenciables podemos aplicar la funcion La-
grangeano para encontrar un optimo. Dado esto el cambio de la funcion valor, ante cambios en c,
equivale al cambio de la funcion Lagrangeano ante cambios en c. Es decir,

T(0) = S (@A) <)

Demostracion. Consideremos la funcién Lagrangeano

k
L(ka) = f(:cvc) + Z)\igi(mvc)

i=1

Sea x(c) una solucién éptima del problema, tenemos que

oL
8.’L‘i

Por otra parte,

Reemplazando (*) en (**

ov
8CZ'

Pero gi((c),

Reemplazando (***) en (**

(z(c), Ale),c) =

(c) =

891
6.2?%

L@ +ZA (@) =0 *)

8%

@) = (w00 + Y @), ) gk ) ()

802- 801

) se obtiene

k n
gi— (@(c).e) = 3 Aile) (Z gz (x(c), ) gﬁ (c)>

c) = 0 Vi, entonces

(x%)
) se obtiene

WA,
881'
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que no es otra cosa sino
ov oL

aci (C) - 861'

(z(c), Ale), ¢)
|

Nota 7.5. El caso de minimizacion es andlogo. Basta con tomar f convexa y como — f es concava
se concluye.

Ejemplo 7.14. Queremos saber como cambia la soluciéon 6ptima ante un cambio en ¢ para el
siguiente problema:

max TYZ

sa z4+2y+3z =c

La funcién Lagrangeano corresponde a
L(z,\) = Jayz — Mz + 2y + 32 — ¢)
Resolviendo las condiciones de primer orden obtenemos

o yE
Oz 2\/x N
oL Vzz

— = —22=0
dy 2,/y
oL v/
9 VI 50
0z 2z
oL
o c—xz—2y—32=0
Reordenando para despejar z,y, z en cada ecuacién respectivamente, obtenemos
yz
T = —
402
_xz
YT 1en
Ty
z =
362

Luego de dividir la primera de estas ecuaciones por la segunda y la segunda con la tercera en forma
separada, obtenemos

r=2y=3z
Reemplazamos esto en % y obtenemos ¢ = 3x. Despejando x,y, z en términos de ¢ obtenemos
c c c
x(c) == =- z==
=3 v=73 9

Con esto formamos la funcién valor y derivamos respecto de ¢ para cuantificar el cambio

Ve3 Vi) e

= — :> —_
9v/2 de 6v/2

si reemplazamos x = 2y = 3z en & = 5% obtenemos ¢ = 72\? y se concluye que A(c) = 6‘\//%. Con

oL e
ae, (#(0),¢) = Me) = 6v3

V(e)

esto ultimo evaluamos
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Lo que permite concluir que
oV(c) 0L
e 671(55(0)70)

Dejaremos de tarea verificar que el teorema se cumple con los ejemplos de la secciéon 7.2.3. Para
los ejemplos de minimizacién de costos la forma de proceder es la siguiente:

1. Se define la funcién valor como la funcién de costo C'(Q,w) y debemos analizar con respecto
a @ por ser la constante de la Unica restriccion del los problemas.

2. Se tendra que %%w) = )\ exceptuando el ejemplo 7.8, pues en tal caso se debe derivar con

respecto a Q% o de lo contrario llegamos a la conclusién errénea de que el teorema falla.
Verifique y explique esto ultimo.

El desarrollo para los ejemplos de maximizacién de utilidad es analogo.

7.3. Teorema de separacién de convexos y lema de Farkas!

Los resultados de esta seccién nos servirdn para demostrar un teorema importante, conocido co-
mo Karush-Kuhn-Tucker, que nos permitird caracterizar las soluciones 6ptimas cuando tenemos
restricciones de igualdad y desigualdad combinadas en un problema.

Teorema 7.11. (Teorema de separacién de convexos) Sean A y B dos conjuntos converos, dis-
Juntos y diferentes de vacio en R™. Si A es cerrado y B es compacto existe p € R™ \ {0} tal
que

p-a<p-bV¥ia,b)c AxB
Demostracion. Si A es cerrado definamos la funcién
f:B—=R

b — min||b— a|
acA

la cual nos da la distancia de b € B a a € A y ademds es una funcién continua. Supongamos
que B es compacto, entonces existe by € B tal que f(bg) < f(b) Vb € B. Sea y € A tal que
f(bg) = ||bp — y|| y como AN B = & son disjuntos entonces el vector

B0 — yl
estd bien definido y es tal que ||p|| = 1.
Como p - p > 0 se tiene que
by —
L0V
B0 — vyl
a partir de lo cual se concluye que
py<p-b (*)

En base a esto tltimo debemos demostrar que p-by <p-byp-a<p-y.

1 Tema optativo.
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Fijando a € A definamos la funcién
g:[0,1] - R
A [lbo +y — Aa —y)|
como A es convexo g tiene un minimo en A = 0, entonces

g(\) = ((bo —y — Aa —y),bo —y — A(a — y)))?
= ({(bo —y.bo —y) —2\(bo —y,a —y) + \(a —y,a — y))*

0
29 = —2(by —y,a —y) + 2\a - ya - y)
oA
luego
D by y-a)20
X \_o =00 —~Y)- Yy 2
dividiendo por ||bg — y|| se concluye que
pasp-y (**)
Fijando b € B definamos la funcién
h:0,1] = R

A |lbo —y — A(b —y)|?
y procediendo de la misma forma con la que se llegé a (**) se concluye que

p-bp<p-b (%)

Finalmente (*), (**) y (***) permiten concluir que p-a < p-b. [ |

Corolario 7.1. Si A y B son dos conjuntos convexos, disjuntos y diferentes de vacio, entonces el
conjunto C = A\ B es convexo y no vacio tal que 0 ¢ C. Sobre este resultado pueden darse dos
casos:

1. 0 € adh(C) y entonces existe p € R™\ {0} tal que p-a <p-bV(a,b) € Ax B.

2. 0 ¢ adh(C) y entonces existe p € R™ \ {0} tal que p-a <p-bV(a,b) € AX B.

Demostracion.

0 € adh(C): Como C es convexo tenemos que el interior de adh(C') esta contenido en C'y entonces
0 ¢ int(C). Por lo tanto existe una sucesién {x,}nen tal que {x,} € adh(C) y {x,} — 0 en
la medida que n — oo. Entonces para cada n € N existe un vector p, tal que ||p,|| = 1y
p,-a<p, bV¥(a,b) € Ax B. Como {p,}nen estd definida en un compacto tiene al menos una
subsucesién convergente, es decir existe p € R™\ {0} tal que ||p||=1y p-a <p-b¥(a,b) € AxB.

0 ¢ adh(C): Aplicando el teorema teorema 7.11, se concluye que existe p € R™ \ {0} tal que
p-c < 0Ve € adh(C) y en particular si definimos ¢ = a —b con a € Ay b € B se tiene que
p-a<p-bV(a,b) e Ax B. [ |
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Nota 7.6. En la tltima demostracién afirmamos que si C = adh(C) entonces int(C) C C. Esta
propiedad es intuitivamente clara, sin embargo solo es vélida cuando C es convexo. Como con-
tracjemplo tenemos lo siguiente: Sea C' = (0, 1) entonces adh(C) = [0,1] e int(C) = (0,1) pero si
C =(0,4)U(3,1) entonces adh(C) = [0,1] e int(C) = (0,1) por lo que int(C) Z C.
Geométricamente el teorema de separacién de convexos da la nocién de minima distancia entre
dos conjuntos y la existencia de al menos un hiperplano que separa ambos conjuntos. Cuando los
conjuntos tienen interseccién vacia sabemos que existe un vector p # 0 que separa ambos conjuntos
y en R2, para fijar ideas, resulta ttil la siguiente figura:

Figura 7.4: Separacion estricta.

Siguiendo con el andlisis de la separacién de convexos, una consecuencia del teorema es que cual-
quier conjunto cerrado y convexo C puede ser separado de cualquier vector v ¢ C. Geométricamente
tenemos otro caso 1til para fijar ideas respecto de un hiperplano separador H = {x e R" : p-x =

a}:

pr<a

pxT>a

pP-xr=a

Figura 7.5: Hiperplano separador.

En el caso de conjuntos no convexos estos no necesariamente pueden ser separados. Este caso, el
de los no convexos, requiere un analisis aparte.
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Caso separable Caso no separable

/ /
O @,

Figura 7.6: Casos no convexos en R2.

Lema 7.2. (Lema de Farkas) Sean b € R" y A € M, xn(R). Entonces la desigualdad b-d > 0 se
cumple para todo vector d € R™ tal que Ad > 0 si y sélo si eviste p € R tal que ATp =b.

Demostracion. El enunciado equivale a decir que el sistema Ad > 0, b-y < 0 tiene solucién si y
sélo si el sistema ATp = b, p > 0 no tiene solucién.

El sistema ATp = b, p > 0 no tiene solucién si los conjuntos
Ci={xcR":ATp=x, p>0} y Cy={b}

son disjuntos. Notemos que Cj y Cs son cerrados, convexos y diferentes de vacio y ademds Cs es
compacto. Esto tltimo nos permite aplicar el teorema 7.11 y se concluye que existen ¢ € R™ \ {0}
y a € R tales que

c-b<a,cx>a VeeC, y c-(ATp)>a, Vp>0

De esta forma si p = 0 entonces a < 0. Si escogemos p = (0,...,p;,...,0) con i =1,...,m tal
que p; > 0, entonces cAT > 0 y en consecuencia Ac > 0. Se concluye que d = ¢ es una solucién
del sistema Ad >0, b-d < 0.

Si ATp =b, p > 0 tiene solucién y Ay > 0, entonces b-y = p - (Ay). |

Ejemplo 7.15. (Precios de no arbitraje) Consideremos un conjunto formado por n activos finan-
cieros, cuyos precios al inicio de un periodo de inversién son py, .. ., p, respectivamente. Al final del
periodo de inversién cada activo tendra un valor vy,...,v,. Si x1,...,x, representa la inversién
inicial en cada activo tenemos que:

1. z; < 0 significa que se vendieron x; unidades del activo ¢ al inicio del periodo.

2. x; > 0 significa que se compraron x; unidades del activo 4 al inicio del periodo.

El costo de la inversién inicial es p - « y el valor final de la inversién sera de d - @ en su totalidad.

Supondremos que el valor final de los activos es incierto al inicio del periodo y que existen m
posibles estados de la naturaleza que resultan en distintos valores futuros de la inversién inicial.

En el estado k € {1,...,m} el activo i € {1,...,n} tendrd un valor que se estima en un monto v¥

por cada unidad adquirida al inicio del periodo. De esta forma, si se adquiere un portafolio & € R™
se espera obtener un valor del portafolio igual a d® -z en el estado k.

La existencia de posibilidades de arbitraje significa que se obtendra riqueza futura sin comprometer
riqueza en el presente. Se dice que existe una posibilidad de arbitraje cuando existe un vector de
inversién & con p - x < 0 y, en cada estado de la naturaleza, el valor del portafolio es no negativo,
es decir, d“ x>0 para cada k.



FCFM - Universidad de Chile 201

Definiendo
vl vl
V= )
k k
of Lo )

Sin que exista la opcién de obtener riqueza futura sin comprometer riqueza en el presente tenemos
que
Ve>0,p-x<0

es infactible o corresponde a un sistema sin solucién.

Si el precio de cada activo es es igual al pago de sus pagos futuros, entonces existe y € R | que
cumple p = VTy. Esto 1ltimo nos dice que no existe posibilidad de arbitraje si

Viy=p,y>0

corresponde a un sistema que tiene solucion.

De acuerdo al lema de Farkas esta tltima posibilidad, en caso de que se cumpla, de inmediato
elimina cualquier oportunidad de arbitraje al inicio del periodo.

7.4. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker?

Motivacién: Ahora nos extenderemos a un caso mas general de un problema de optimizacién
que se da cuando aparecen restricciones de igualdades y desigualdades en forma combinada. El
teorema de los multiplicadores de Lagrange exige independencia lineal entre los gradientes de la
funcién objetivo y las restricciones en el éptimo lo cual resulta en una condicién demasiado fuerte
y restrictiva. Ahora presentaremos un teorema que no requiere dicha hipétesis y que no tiene el
inconveniente que surge al no poder trabajar con un niimero de restricciones mayor a la dimensién
del espacio debido a la condicién de independencia lineal.

Daremos dos demostraciones del teorema de Karush-Kuhn-Tucker: Mediante el teorema de la
funcién implicita como ya se hizo para el teorema de los multiplicadores de Lagrange y mediante el
Lema de Farkas la cual nos da una interpretacion mucho mas clara del signo de los multiplicadores.

7.4.1. Condiciones de primer orden para extremos restringidos

Definicién 7.10. (Espacios normal y tangente)
Por analogia con la definicién 7.8 definiremos la superficie

en torno a &g y asi tenemos que los espacios normal y tangente corresponden a
Ns(xo) = ({Vgi(mo), Vhj(wo)}) Viel, jeJ

Ts(mo):Ns(mo)l :{’UERnZU'vgi(.’Bo):O A\ ”U'th(mo) SOVZEI, jEJ}

En caso de que alguna restriccién del problema (7.2) sea de la forma hj(xo) < 0 para algin j, se
tiene que esta no participa en la estructura de S. Este hecho motiva la siguiente definicién:

2Tema optativo.
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Definicién 7.11. (Espacio linealizante)
El espacio linealizante de S en x( corresponde al conjunto

Ls(wo) = {3’3 eR": Vgi(:co) -d=0Vie 1, Vh](ﬂb‘o) -d=0 V] S J((Eo)}

donde J(xo) = {j € J : hj(zy) = 0} corresponde a las restricciones de menor o igual que
efectivamente participan en la estructura de S.

El siguiente lema es un primer acercamiento a la demostracién del teorema:

Lema 7.3. (Andlogo a lema 7.1)
Consideremos el siguiente problema de optimizacion

P’y min f(x)

x

s.a gi(x)=0 VYiel (7.4)
)

Este problema se obtiene de (7.2) cuando consideramos sdlo restricciones que se cumplen con
igualdad en xo. Entonces, Vv € Tg(x) existeo: ACR —- R™, 0€ A cong;(o(t)) =0,h;(c(t)) =0
Vie A, o(t) € SVt e Ay ademds 0(0) =z tal que o' (0) = d. Es decir,

Ty(wo) = {0'(0) : 0(t) € S ¥t,7(0) = o}
Demostracion. Definamos ¢ = k+p. Sean d € Ts(xo) y {b1,...,bp_q—1} una base ortonormal del

espacio
({d,Vgi(zo), Vh(xo) N Vi€ I, j € J(x)

y consideremos el sistema de n — 1 ecuaciones

g1 (x) =0

hy () : 0

(CC — $0) . b1 =0
(iB - mO) . bn—q—l =0

El vector x satisface las ecuaciones, y la matriz jacobiana del sistema estd dada por

[Vgi(zo) ]
Vhy (o)
by

L bn—g—1 i

que es una matriz de rango n— 1 por lo que podemos seleccionar n— 1 columnas tales que la matriz
resultante sea invertible y gracias al teorema de la funcién implicita (teorema 5.3) podemos despejar
n — 1 variables en funcién de la restante en una vecindad de xy. Entonces existe o : A — R"™, con
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A= (—¢,e),talque g;(c(t)) =0, hj(o(t)) =0Vt € Ay (o(t)—mo)-by, =0Vt, h e {1,...,n—qg—1}.
Derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en t = 0 se obtiene que

a’(0) - by =0 Vhe{l,....n—q—1}

Vgi(:co) 'O'/(O) =0 Viel

th(wo) . 0',(0) =0 VJ € J(Io)
lo cual implica que ¢’(0) || d. Definiendo (¢t) = o(||d||t/||c’(0)]]) tenemos que &'(0) = d, lo que
nos da el lema. ]
Teorema 7.12. (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, primera versién)

Una condicion necesaria para que un vector xg € S sea solucion del problema 7.2 tal que xg es
regular es que exista un vector (A, u) € R¥ x R7 tal que

VaoL(zo, A ) = V(o) + D \iVagi(mo) + Y 41 Vhi(m) =0 (7.5)
el jeJ

wihi(xo) =0VjeJ (7.6)

gi(xg) =0Viel (7.7)

hj(wo) <0VjeJ (7.8)

p;>0VjeJ (7.9)

Cuando f, g;, h; son convexas las condiciones descritas son suficientes para que Ty sea un minimo
de f en S.

Demostracion. (Utilizando el teorema de la funcién implicita)

La condicién (7.5) se demuestra mediante el lema 7.3. Consideremos la superficie S de la definicién
7.10 y asi Vd € Ts(xo) existe 0 : A C R — R™, 0 € A con g;(c(t)) =0, hj(o(t)) <0V(te Ay
ademds o(0) = xg tal que ¢’(0) = d.

Si &g es solucién del problema 7.2 entonces existe r > 0 tal que f(zo) < f(x) Vo € B(xzo,7) N S.
Juntando esto con lo anterior tenemos que

f(mo) = f(0(0)) < f(o(t)) Vt € (—e1,61)
Dado esto, to = 0 minimiza f(o(t)) entonces
d
SHoW)| =V o(0) =0
t=0
y dado que x( es un vector regular de 7.2 también lo es de S por como definimos J(x).

En consecuencia, todo vector d en el espacio tangente Tis(xq) a S en x estd dado por d = ¢’(0) para
alguna funcién o’ (t) y de esta forma V f(x) es una combinacién lineal de {Vg;(xo), Vh;(xo)} Vi €
I, j S J(mo)

El lema 7.3 nos dice que si &y es un minimo local de f restringido a S, lo anterior es equivalente
a que Vf(xzg)-d=0parad e Ts(xg), es decir Vf(xg) € Ng(xo) lo que implica que

iel JjE€J (o)
De esto 1iltimo tenemos que V f (o) € Ts(xo)* ya que por definicién de Tis(zo) y Ns(xo) tenemos
que Ts(xo) = Ns(xo)* lo que nos lleva a Ts(xo)t = Ng(xo) y asi p; = 0 Vj ¢ J(x0), entonces

Vf(zo) + Z)\ngi(ﬂ’?O) + ZMthj(ﬂco) =0

iel jed
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La condicién (7.6) se demuestra directamente a partir de lo siguiente: Dado cualquier j tal que
1 < j < m pueden ocurrir uno de los siguientes casos:

1. j € J(xo) y en tal caso hj(xg) =0

2. j ¢ J(xo) y en tal caso uj =0

Finalmente, la condicién (7.9) se demuestra por contradiccién. Supongamos que p; < 0y h;(xg) <
0 para algin j tal que 1 < j <my j ¢ J(xg), como el multiplicador no se anula deberfa cumplirse
que j € J ya que j ¢ J(xo) en caso de que p; = 0. De acuerdo al lema 7.3 existe d € Ts(xo) tal
que d - Vh;(xg) < 0y asi

Vi(@o) d=> X(Vgi(xo) - d)+ > 11;(Vhj(zo) - d)

i€l jeJ
Se obtiene
%f(a(t)) i =Vf(xg)-d
== N(Vai(zo) - d) = Y 1 (Vhy(zo) - d)
iel jeJ
= —1;(Vhj(o) - d)
<0

y se contradice el hecho de que ¢y = 0 minimiza o(t) y que xq es solucién de 7.2 por lo que existir{a
t € (—eq,e2) tal que o(t) < (0). |

Bajo ciertas condiciones se tiene que Ts(xg) = Ls(xo), una de estas condiciones es la siguiente:
Definicién 7.12. (Condiciones de Mangasarian-Fromovitz)
Diremos que xy € S es regular si se cumplen

1. {Vgi(xo) : i € I} es linealmente independiente.

2. 3d € R™ tal que Vg;(xg) -d =0 Vi € I y ademds Vh;(xg) -d < 0Vj e J(zo).

Para lo cual una condicién suficiente (y no necesaria) es que

{Vgi(xo)}icr U {Vh.j(xo)}jGJ(wo)

sea linealmente independiente.

Antes de presentar la segunda versién del teorema nos sera de enorme utilidad el siguiente resultado:

Teorema 7.13. Bajo condiciones de regularidad de Mangasarian-Fromovitz se tiene que Ts(xg) =
Ls(x0)

Demostracion.

Ts(xo) C Lg(xp): Si d € Ts(xg) entonces existen x,, € Sy t, — 0 tales que d = lim,,_, o0 (x,, —
xo)/t,. Luego para todo j € J(xo) se cumple que hj(xr) — hj(xo) < 0y la expansién de Taylor
sobre h; da el siguiente resultado:

hj(@o) + Vhj(@o) - (2n — 20) + [|@n — @o[| R1 (20 — 20]]) <0
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Diviendo por t,, y tomando limite cuando n — oo se tendra que Ry — 0 y como hj(xg) = 0 para
el caso j € J(xg) se concluye que

Es andlogo para verificar que Vg;(xo) - d = 0.
Ls(xo) C Ts(xo): Sea d € Lg(xg) y consideremos el sistema no lineal en las variables (¢, u)
gi(fx+td+ Au) =0, i€l

donde A es la matriz cuyas columnas son Vg;(xp). El punto (¢,u) = 0 es solucién del sistema y
la, matriz Jacobiana respecto de u en 0 es AT A la cual es invertible de acuerdo a las condiciones
de regularidad establecidas. Por medio del teorema de la funcién implicita es posible concluir que
existe una solucién w(t) diferenciable en torno a t = 0 con u(t) = 0. De esta forma se tiene que

xo(t) = xo + td + Au(t)
satisface la igualdad ¢;(xo(t)) =0 Vi € I, t B(0,r). De esto es posible concluir que

d du(t)

G @()(0) = Vaitao) - (a+ 44 )

t=0
a partir de Vg;(xo) - d = 0 y la invertibilidad AT A se concluye que

du(t
M = 0 y por lo tanto
dt J—g

dx(t)

=d
t=0

La trayectoria x((t) satisface las igualdades g;(xq(t)) = 0.
Para las desigualdades tenemos dos alternativas:

d € Lg(x() suponiendo desigualdades estrictas: Tenemos que Vh;(xzo) - d < 0 Vj € J(xp). En tal
caso, dado que
hj (:Iio(t)) = hj ((Bo) + chJ (Zl?o) -d+ tT‘(t)

con 7(t) — 0 en la medida que ¢t — 0, se tiene que h;(xo(t)) <0 Vj € J con t = 0.
Lo anterior demuestra que x((t) € S cuando ¢t = 0 y dado que d = lim,,_,oc (¢, — @0)/t, para
cualquier sucesién {t, }neny — 07 y se concluye que d € Ts(xp).

d € Lg(xg) sin suponer desigualdades estrictas: Para cada ¢ > 0, el vector d. = d+edy € Lg(xp)
y satisface las desigualdades estrictas Vhj;(xo) - d. < 0 Vj € J(xo). De la segunda parte de la
demostracién se concluye que d. € Ts(xp). Como Ts(xg) es cerrado, en la medida que € — 0 se
concluye que d € Ts(xo). [

Teniendo el teorema anterior en mente podemos enunciar la segunda versién del teorema y la
demostracién se simplifica considerablemente.

Teorema 7.14. (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, segunda versién)
Una condicion necesaria para que xg € S sea solucion del problema 7.2 tal que Ts(xo) = Ls(xo)
(por ejemplo bajo condiciones de Mangasarian-Fromouvitz) es que exista un vector (A, p) € RF x R
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tal que
VaoL(zo, A, ) = V(o) + Y \iVgi(wo) + Y 1;Vhj(zo) =0 (7.10)
iel jeJ
pihj(xo) =0Vj e J (7.11)
gi(xg) =0Viel (7.12)
hj(x0) <0VjeJ (7.13)
pi >0VjieJ (7.14)

Cuando f, g;, h; son convezxas las condiciones descritas son suficientes para que Ty sea un minimo
de fenS.

Demostracion. (Utilizando el lema de Farkas)
De la condicién necesaria se tiene que g es un minimo local de f en S si

Vf(wo) -d>0Vd e Ts(wo)

Luego, cumpliendose las condiciones de Mangasarian-Fromovitz se tiene que Ts(xo) = Lg(xo) y
serd posible aplicar el lema de Farkas (lema 7.2).

El lema nos dice que dado Ad > 0 se cumple que b-d > 0. La condicién Vg;(xo) -d =0 Vi € I se
puede expresar convenientemente como

Vgi(xo)-d>0 y —Vgi(xog)-d>0Viel
y dado que —Vh;(xg) -d >0, Vj € J(xp) podemos definir la matriz
Vgi(xo)"

A= | —Vg(xo)T y el vector b =V f(xo)

—Vhi(x)T|
J( 0) jGJe(io)

También el lema nos dice que lo anterior es vélido si dado b € R"™ existe p € R tal que
A"Tp>b,p>0

De acuerdo al teorema 7.11 el vector p # 0 puede ser escogido con componentes
(p},p?,pj)iez, jeJ(zo) donde no todas las componentes son nulas, entonces

V(@) ==Y (07 —pi)Vai(xo) = Y p;Vhy(xo)

i€l JEJ(20)

Definiendo \; = p? —p} vy [ = p; se tiene

Vi(@o) ==Y ANVgi(mo)— > 1 Vhj(xo)

iel jeJ(zo)

En caso de que V f(xg) = 0 no se cumple la condicién suficiente (y no necesaria) de independencia
lineal de los gradientes de las restricciones, este caso lleva a

Z)\1Vgl(:c0) + Z /lehj(ﬂJo) =0 = Z /Lthj(:co) =0

iel jed(zo) j€J(z0)
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Para el caso V f(xg) # 0 se obtiene

V(@) + > AiVai(wo) + > p;Vhy(xo) =0 (*)

el JE€J(x0)

Finalmente, si alguna restriccién h; no participa en la estructura de S entonces hj(xo) < 0 Vj ¢
J(o) y se puede definir p; = 0 Vj ¢ J(xo). Entonces existe (X, u) € R* x RT tal que

iel jeJ
[Ljhj(wo) =0 VJ eJ
pi = 0VjeJ

En las 1ltimas condiciones encontradas la primera se conoce como condicién de primer orden y
la segunda como condicién de holgura complementaria y exige que los multiplicadores asociados
a las restricciones inactivas sean nulos. En otras palabras, sélo las restricciones activas deben ser
tomadas en consideracién.

Definicién 7.13. El conjunto de todos los multiplicadores (A, p) € RF x R’ que satisfacen las
condiciones del teorema de Karush-Kuhn-Tucker serd denotado A(x). Nétese que bajo la condicién
de independencia lineal el conjunto A(xg) se reduce a un tnico vector.

Con lo ya discutido en la seccién 7.2 el teorema 7.12 también es valido para la maximizacion si
consideramos restricciones de la forma hj(xg) > 0 Vj € J. Una condicién necesaria para que un
vector regular y factible g sea maximo de f en S es que se cumplan las condiciones que describe
el teorema y cuando f, g;, h; son céncavas la condicién es suficiente. Los multiplicadores j1; siguen
siendo no negativos para el caso de maximizacion.

Respecto de los signos de los multiplicadores, no hay restricciéon de signo para los multiplicadores
asociados a las restricciones de igualdad. En el caso de restricciones de desigualdad, el signo de los
multiplicadores depende de si estamos empleando un criterio de maximizacién o minimizacién y si
las restricciones se dejan como mayores o iguales a cero.

Si el problema es de minimizacion sujeto a restricciones de menor o igual entonces los multiplica-
dores son mayores o iguales a cero y se incluyen con signo positivo en la funcién Lagrangeano. Si
estamos maximizando con restricciones de mayor o igual no cambia el signo de los multiplicadores.

7.4.2. Condiciones de segundo orden para extremos restringidos

Definicién 7.14. De manera similar a como se hizo en la seccién 7.2.2 definiremos el conjunto de
direcciones criticas para un problema de minimizacién como

K(.’Bo) = {dE R™: ng(mo) -d=0Vi e I, Vh](mo) -d < OV.] S J(.’Bo), Vf(mo) -d > 0}

Teorema 7.15. (Condicién necesaria de segundo orden)
Sea xg un minimo local del problema 7.2 bajo las condiciones de Mangasarian-Fromouitz. Entonces,
para todo d € K(xg) existe un multiplicador (X, p) € A(xg) tal que

d" (H,L(zo, A, p))d > 0
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Demostracion. Por simplicidad se demostrara considerando hipétesis de independencia lineal. Sea
d € K(zy), definamos J4(xo) = {j € J(x0) : Vh;(xo) - d = 0}, y consideremos el sistema

hij(x) = 0Vj€ Ja(zo)
De manera andloga a la demostracion del teorema 7.13, en virtud del teorema de la funcién impléita,

es posible encontrar una trayectoria z(t) de clase C2 en torno a t = 0, la cual cumple que g;(x(t)) =
0Viel hj(x(t)) =0Vie Jy(xo), con xz(0) =0y

d

—x

dt
Ya que cada una de las restricciones h;(x¢) < 0 son continuas para t ~ 0 tendremos que h;(xz(t)) <
0Vy € J\ Ja(xg), de manera que x(t) € S para todo t — 0.

0)=d

Por otra parte, como @ es minimo local del problema 7.2 y x(t) es factible, entonces ¢ = 0 genera
un minimo local de f en S si evaluamos f en x(t). Luego, dado que Vf(xg) - d = 0 ya que d es
arbitrario, se deduce que

d? d?
0 < 47 f(2(0) = d7 (H, [ (2))d + V f(o) - £52(0) )
Anélogamente obtenemos
d? d?
0< @gz(m(ﬂ)) = d"(Hygi(z0))d + Vgi(o) - Wm(O) Viel
2 2

multiplicando estas igualdades por A; y p; respectivamente y sumando a (*) obtenemos
0 < d'(H,L(xo, A\, p))d
|

Teorema 7.16. (Condicién sufiente de segundo orden)
Sea xo un vector factible del problema 7.2 y supongamos que cumple que para todo d € K (x)\ {0}
existe (X, p) € A(zo) tal que

d" (H,L(xo,\, p))d > 0

Entonces xg es un minimo local estricto.

Demostracion. Procederemos por contradicciéon. Si &g no es un minimo local estricto entonces
existe ¢, € S tal que &, = xo v f(x,) < f(xo) para x,, # xo.

Definamos
Ln — Lo
d, = ——
[ — o
tal que ||dn|| = 1 y entonces {d,} es acotada por lo que tiene una subsucesién convergente.

En efecto, podemos suponer que converge a dy € K(xo) \ {0}. Probemos entonces que dy es
una direccién critica. De manera similar a la demostracién del teorema 7.2 el suponer que dy €
K(xg) \ {0} conduce a que dy € Ts(xp) \ {0} v ademas se tiene que Ts(xo) C Ls(xg). Por otra
parte, la expansién de Taylor de f(x,) estd dada por

f(@o) + Vf(xo) - (®n — ®0) + [l2n — o[ Br (|| — 20]) <0
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esto més la condicién f(x,) < f(xo) conducen a
Vf(®@o) - (xn — @0) + 20 — o Ra([|Jn — @ol]) <0
diviendo por ||x,, — xo|| y tomando limite cuando n — oo resulta

Vf(zg) dyp <0

Sea (A, ) el multiplicador asociado a d en la condicién suficiente de segundo orden. Como
L(z,\, ) es de clase C2 en x y (A, u) € A(x0), entonces la expansiéon de Taylor de L(x,, A, p)
corresponde a

L(wo, A, p) + %(wn — @) (HoL(wo, X, ) (0 — o) + [l — xolPRuy(l|2n — o) (*)

Por otra parte, de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se tiene que

L(zn, A, p) < f(xn) < f(mo) = L(xo, A, )
lo cual determina que L(x,, A\, ) < L(xg, A, 1) y este resultado mds la ecuacién (*) conducen a

1
5 (@n = @0) " (Hy L(wo, X, ) (Tn — 0) + [[@n — o]|* Ra ([l — o) <0

diviendo por ||z, — xo|| y tomando limite cuando n — oo resulta
dT(HﬂcL(mOa )‘a /‘l’))d S 0

lo cual es una contradiccion. [ |

De la misma forma que como sucede en el teorema 7.8, para el teorema anterior basta con que el
Hessiano del Lagrangreano solo con respecto a x sea definido positivo en el conjunto de direcciones
criticas y no en cualquier direccién arbitraria. Las condiciones suficientes de segundo orden no
requiren condiciones de Mangasarian-Fromovitz ni tampoco de independencia lineal.

Para el caso de maximizacion basta con cambiar el sentido de las desigualdades para la condicién
necesaria y la condicién suficiente de segundo orden pues en este caso el conjunto de direcciones
criticas se define

K(iL’()) = {d eR": Vg,»(a:o) -d=0Viel, th(wo) -d<0 V] € J(il)()), Vf(il:()) -d > 0}

7.4.3. Interpretacion econémica del teorema de Karush-Kuhn-Tucker

En el caso de las empresas competitivas resulta razonable suponer que su objetivo es la maximi-
zacién de beneficios econémicos. Simplificando la realidad de una empresa podemos decir que esta
es monoproductora y elige un nivel de produccion y € R, dado el precio de venta p € Ry de su
producto el cual es determinado exégenamente.

Podemos decir que la empresa tiene una funcién de produccién (o de transformaciéon de insumos)
y = f(x) donde y > 0 es el nivel de produccién escogido y & € R’} es el vector de insumos utilizados
en la produccién. Esta funcién la definiremos como

f(x) = méx(y) tal que (y,x) €Y, Y = {(y,x) € Ry xR} f(x) >y}
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Cada insumo tiene un costo unitario w; > 0, lo que se traduce en un vector de costos w € R}.
Entonces la empresa debe resolver las siguientes ecuaciones:

m(p,w) = sup pf(x) —w-x
TERY

z(p,w) = argmix pf(z)—w-x
weRi

m(p,w) corresponde a la funcién de beneficios y da cuenta de la diferencia entre ingreso y costos.
No hemos hecho los suficientes supuestos para asegurar que se alcanza un méximo beneficio (por
ejemplo: y(p) # &), entonces no podemos reemplazar sup por méx ignorando que son diferentes
conceptualmente hablando. En particular podria darse el caso en que 7(p) — +00, lo cual sucederia
si Y no es acotado.

Lo que sigue es sobre la base de dos supuestos fuertes: Existe una tnica decisién de produccién
que efectivamente maximiza beneficios y las posibilidades de produccion estan acotadas .

La maximizacién de beneficios se puede separar en dos partes:

1. Primero se encuentra una combinacién de factores que permita producir a costos minimo
dado un nivel de produccion y.

Funcién de costo: C(y,w) = inf w-x
z:f(x) >y

Demanda por factores: X (y,w) = argminw -
z:f(x) 2y

= {x:f(x) >y N w-xz=C(y,w)}
2. Encontrar un nivel de producciéon que maximice la diferencia entre los ingresos y los costos
méx py — C(y, w)
De lo anterior ahora podemos pasar a minimizaciéon de costos. Supongamos que Y sélo considera
como restriccion que se puede producir a lo mas § dada la capacidad tecnolégica de la empresa:
Y ={(g.0):z € R} A f(z) > q}

El problema de minimizacién de costos es simila al de maximizacion de beneficios sobre el conjunto
Y si tomamos y € Y y ademas

ﬂ(p,uﬂ = py—'ny7uﬁ
y(w) (y, X (y, w))

Una construccién adecuada del problema de maximizaciéon de beneficios es la siguiente:
max T)—w-x
i pf(x)
sa x>0Vie{l,...,n}

por obvio que parezca la restriccién es importante porque valores negativos de @ carecen de sentido
en este contexto. Luego construimos el Lagrangeano del problema

Lz, w,p,p) =pf(z) —w-z+p -z

De lo cual se obtienen las siguientes condiciones
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Condicién de primer orden:

Holgura complementaria: pird =0 Vie{l,...,n}
No negatividad: pi >0 Vie{l,...,n}
Restriccién inicial: xh >0 Vie{l,...,n}

Nota 7.7. De acuerdo a la notacién empleada xg = (3}, . . .,

zg) € R”, es decir zj, es la i-ésima

coordenada de xg.

La consecuencia de estas condiciones consideradas en forma simultanea es la siguiente: Para todo
i se cumplird que
of (x
flzo) _

81‘1‘ -

y ademds si z}) > 0 sabemos que ; = 0 entonces para cualquier insumo que se utilice en cantidades
positivas se tendra
of (xo)
p

axi

Esta condicién en los libros de economia se expresa: “El valor de producto marginal del factor en

competencia perfecta es lo que estd dispuesta a pagar la firma (o empresa) por dicho factor”. Si el

costo del factor i es superior a p%

p

— Wy

dicho factor no se utilizara.

Centrémonos ahora en el problema de minimizacién de costos. Una construcciéon adecuada del
problema es la siguiente:

min w-x
meRi
sa  f(x)>y

z;>0Vie{l,...,n}

por obvio que parezca la restriccién es importante pues valores negativos de @ carecen de sentido
en este contexto. Luego construimos el Lagrangeano del problema (asumiremos f(x) = y)

L(wvwvyvA,IJ’) :wa3+)\(q—f(w))_ﬂw

Imponiendo las mismas condiciones que en el caso anterior llegamos a lo siguiente:

Condicién de primer orden: w — AV f(xg) —pu =0

Holgura complementaria: wirh =0 Vie{l,...,n}
No negatividad: i >0 Vie{l,...,n}
Restriccién inicial: flxo) =y, x>0 Vie{l,...,n}

Estas condiciones en forma simultdnea conducen a

)\%gwiwe{l,...,n}

Z;

y para todo x} > 0 se tiene

of (x

)\M = w;
8.Z’i

en este caso el multiplicador de Lagrange da cuenta de que el uso de los insumos o factores guarda

relacién con la proporcién que existe entre el costo del factor y su productividad marginal.
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Centrémonos ahora en el problema de obtener una cantidad éptima de produccién (es similar a
maximizacién de beneficios). Una construccién adecuada del problema es la siguiente:

ma — C(y,w
max  py (y,w)

sa y=>0

Luego construimos el Lagrangeano del problema
L(y,p,w, ) = py — Cy,w) + py

Imponiendo las mismas condiciones que en el caso anterior llegamos a lo siguiente:

Condicién de primer orden: p — %@‘j’w) +pu=0
Holgura complementaria: wyo =0

No negatividad: w>0

Restriccién inicial: 7o >0

Estas condiciones en forma simultanea conducen a

P < ac(yOaw)
dy
si qo > 0 se tiene
ac(yOa 'lU)
P="3
Y

lo cual nos dice que la situaciéon éptima se logra con un nivel de produccion tal que el costo marginal
de producir una unidad adicional es igual al precio de venta del producto.

Notemos que si la solucién éptima de los tres problemas es (yo, o) > 0 entonces

of(@o) of (o) Of (o) | Of(x0) _
P oz, —wl/\)\iaxi =w; = p oz, =)\ oz, = p=A
y como p = %;’w) obtenemos
p= A= 8C(y(]7w)
dy

Lo cual tiene una conclusiéon muy importante: El multiplicador de Lagrange corresponde al precio
de equilibrio en el 6ptimo y la oferta de la firma, bajo los supuestos de los cuales partimos, se
determina a partir de su costo marginal cuando se iguala con el precio de venta. Sin embargo esto
dltimo corresponde a una condicién necesaria y no suficiente para determinar la oferta de la firma.
Debemos tener presente que las condiciones de KKT son sélo necesarias.

7.4.4. Ejemplos

Ejemplo 7.16. Francisca tiene una funcién de utilidad (o nivel de bienestar) por el consumo de
frutillas (z) y cerezas (y) de la forma

o=+
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Lo que le interesa es maximizar utilidad. Sabemos que el precio de venta de cada fruta es de 1 unidad
monetaria y que cada dia cuenta con un presupuesto de una unidad monetaria exclusivamente para
estas frutas.

Resuelva el problema que enfrenta Francisca utilizando multiplicadores de Lagrange y compare su
resultado con la solucién que se encuentra mediante Kuhn-Tucker.

Solucion. El problema es el siguiente:

mix z/2+ Y
zy 4
sa xz4+y=1

Entonces el Lagrangeano nos queda de la siguiente forma:
L,y N) =22+ L+ M1 -2 —y)

Las condiciones de primer orden son las siguientes

oL 1
€T 2z

oL 1

— =0 & —--X=0

dy 4

oL

—=0 & 1—20—y =0

N To — Yo
Si igualamos A en las primeras dos ecuaciones se obtiene xy = 4 y reemplazando en la tercera
ecuacion se obtiene yo = —3. Claramente esta solucién carece de sentido dada la naturaleza del

problema.

Si utilizamos Kuhn-Tucker podemos incorporar restricciones de no negatividad al problema y nos
queda de la siguiente maneras:

max x1/2+g
z,y 4
sa l—z—y>0
x>0
y>0

Entonces el Lagrangeano nos queda de la siguiente forma:
L(x,y, pa, po, i) = /% + % + (1 =z —y) + pox + psy

Las condiciones de primer orden son las siguientes

oL 0 + 0

= g T Mt e =
1/2

Ox 2%/

oL 1

— =0 & - - =0

oy 1 M + p3

y ademads el teorema nos dice que debemos imponer las siguientes condiciones
ml-—z—y) = 0

per = 0
psy = 0
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Supongamos que w1 > 0 entonces de acuerdo al teorema se tiene que la primera restriccion se
cumple con igualdad.

Sin levantar nuestro supuesto digamos que g2 = 0 y ps > 0 entonces g > 0 e yo = 0 y en este
caso tenemos que tras reemplazar en la restriccion la unica alternativa es g = 1 dado que yg = 0.
El otro caso de interés es decir que p1 > 0y pus = 0 entonces 2o = 0 e yo > 0 lo cual lleva a que la
Unica alternativa es yo = 1 dado que o = 0. Resulta que el par (1,0) del primer caso genera un
valor en la funcién objetivo igual a f(1,0) = 1 mientras que el par (0, 1) del segundo caso genera un
valor en la funcién objetivo igual a f(0,1) = 1/4 por lo que nos quedamos con la primera solucién.
Otro caso es suponer que 9, 43 > 0 y en tal caso la utilidad es cero. O

Ejemplo 7.17. Suponga que Karina es la nueva gerente de la empresa Control de Gestion S.A.
La primera medida que ha implementado como politica de la empresa es maximizar el ingreso por
ventas teniendo en cuenta que los beneficios econémicos (ingreso menos costos) de la empresa no
pueden bajar de un nivel fijo m.

El costo de publicidad en revistas corresponde a un valor a € Ry. Siendo I(y,a) = py + f(a) el
ingreso que recibe la empresa, p el precio de venta, y € Ry el nivel de produccién y f una funcién
creciente en el nivel de publicidad el cual es a € R;..

Sea C(y) el costo de produccién asociado a fabricar una cantidad y determinada. Se sabe que las
funciones de ingreso y costo son funciones C! y ambas son crecientes en el nivel de produccién, es
decir, 9C /0y > 0y 9I/0a > 0.

Un estudio de mercado encargado por la gerente revelé que y* > 0. ; Cémo resolveria un problema
que permita encontrar un nivel de produccién y un gasto en publicidad (y*, a*) éptimo?

Solucion. El problema de la empresa nos queda de la siguiente forma:

mix I(y,a)

Y,a

sa 7w(y,a)=1(y,a) —C(y) —a>m
a>0
y=>0

Asumamos que existe un par (y*,a*) con y* > 0 correspondiente a una solucién 6ptima. El lagran-
geano corresponde a:

L(y, a, pa, p2, 3) = I(y,a) + pa(I(y, a) — C(y) —a —m) + poa + psy

Por el teorema de KKT sabemos que psy* = 0 e y* > 0 implican us = 0 por lo que sin pérdida de
generalidad el Lagrangeano del problema se puede escribir:

L(y, a, p1, p2) = I(y,a) + p1(I(y,a) — C(y) —a—m) + paa

Si la solucién 6ptima cumple la condicién de IL o MF, las condiciones de primer orden generan las
siguientes ecuaciones

oL o oc .
a*y—(l—km)afy Mlafy—o (*)
oL ol

=1 +m) —mtp2=0 ()

da da
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y ademads el teorema nos dice que debemos imponer las siguientes condiciones

p(m+1(y,a) = Cly) —a) =0 (**%)
poa =0

**) tenemos que po — 1 < 0. Como po > 0, py debe

(***) se deduce que 7(y*,a*) por lo que el beneficio

Como 9I/0a >0y p1 > 0 en la ecuacién (
ser estrictamente positivo. Por lo tanto, de
percibido es el minimo aceptable.

Como pp > 0y 0C/dy > 0 de la ecuacién (*) se deduce que 9I/9y > 0 lo que nos dice que el
ingreso marginal el positivo en el éptimo.

Por otra parte, tenemos que el beneficio marginal d7/9y en el 6ptimo es negativo pues de otra
forma el nivel de produccién necesariamente tendria que ser menor y los beneficios serian mayores
pues nos encontramos en la situacién de minimo beneficio aceptable, la ecuacién (*) verifica esto
pues

or ol oC
1 — = (1 - =
Grmg = wem (g -50)
_ OL(y*,a") OC
B dy dy
oC
'y
< 0

En consecuencia, verificamos que el nivel de produccion y* es mayor que el que se escogeria en una
situaciéon de maximizacién de beneficios. d

Ejemplo 7.18. Suponga que Rodrigo asume como el nuevo gerente de Energia Renovable S.A.
la cual instala calefactores solares modelo Bésico (z) y modelo Premium (y). Lo que necesita
es determinar su plan de produccién éptimo. Segin un estudio el beneficio por cada unidad de
producto instalada estd dado por

Basico 800 —z —y
Premium | 2000 — x — 3y

Donde z e y son las cantidades totales que instala de cada producto. Para instalacién se requiere
mano de obra y uso de maquinaria segin la siguiente tabla

Se pide:

Recurso (horas/unidad)
Producto Mano de obra | Maquinaria
Baésico 8 7
Premium 3 6
Disponibilidad 1200 2100
(horas/mes)

1. Plantear el problema de optimizacién y formular el Lagrangeano del problema.
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2. Determinar todas las soluciones 6ptimas y/o factibles.

Solucion. El problema es

max (800 —z — y)x + (2000 — = — 3y)y
T,y
s.a 1200 -8z —3y >0

2100 =7z — 6y >0
x>0
y=>0

Antes de resolver debemos determinar si las condiciones de KKT son al menos necesarias para la
maximizacién. Para esto tenemos que el hessiano de la funcién corresponde a

n=(3 )
que es definido negativo porque (—1)' - |Hy| > 0y (=1)% - |Hz| > 0 y asf la funcién es céncava por
lo que las condiciones de KKT son suficientes.
El Lagrangeano corresponde a
L(z,p) = (800 -z —y)x+ (2000 — z — 3y)y
441 (1200 — 8z — 3y) + 112(2100 — 7 — 6y) + p3(z — 0) + pa(y — 0)
Entonces las condiciones de primer orden generan el siguiente sistema
{ 800 — 2z — 2y — 8uy — Tpo + 3 =0
2000 — 2z — 6y — 3pu1 — 6o+ a4 =0
y ademads el teorema nos dice que debemos imponer las siguientes condiciones
11(1200 — 8z —3y) =0A g >0
12(2100 — 7Tz — 6y) =0 A g >0
tsr =0Apus >0
pay =0Apg >0

Sea xg > 0 e yg > 0, dejaremos de tarea los casos (zg = 0,y9 > 0) v (zo > 0,30 = 0). Tenemos que
w3 =0y pug =0y sobre este resultado pueden pasar cuatro cosas

Caso 1: (1200 — 8z — 3y = 0) y (2100 — Tz — 6y = 0)
Entonces p1 > 0y puo > 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a
800 — 22 — 2y — 8up — Tpe =0
2000 — 2z — 6y — 31 —6us =0
1200 —8x — 3y =0
2100 — 7z — 6y =0

x>0
y>0
Para resolver se desarrolla el sistema
2 2 8 7 T 800
2 6 3 6 y | _ | 2000
8 3 0 0 wr | | 1200
7 6 0 0 L2 2100



FCFM - Universidad de Chile 217

y se obtiene
xo = 33,3 yo = 311, 1 w1 = 7,407 o = 7,407

que es una solucién éptima y factible.

Caso 2: (1200 — 8z — 3y # 0) y (2100 — 7z — 6y = 0)
Entonces 1 = 0y o > 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a

800 — 2x — 2y — Tus =0
2000 — 2z — 6y — 6z =0
1200 —8x — 3y >0
2100 — 7z — 6y =0

x>0
y>0
Para resolver se desarrolla el sistema
227 T 800
2 6 6
y | = [ 2000
8 30 2100
7 6 0) 2

y se obtiene
o = 39,394 Yo = 304,04 o = 16,162

que es una solucién éptima pero no factible.
Caso 3: (1200 — 8z — 3y = 0) y (2100 — Tz — 6y # 0)
Entonces p1 > 0y po = 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a
800 — 22 — 2y — 8u; =0
2000 — 2z — 6y —3u1 =0
1200 —8x — 3y =0
2100 —7x — 6y >0

x>0
y>0
Para resolver se desarrolla el sistema
2 2 8 T 800
2 6 3 y | = | 2000
8 3 0 41 1200

y se obtiene
xo = 31,373 Yo = 316, 34 p1 = 13,072

que es una solucién éptima pero no factible.

Caso 4: (1200 — 8z — 3y # 0) y (2100 — 7z — 6y # 0)
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Entonces 1 = 0y po = 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a

800 —2x —2y =0
2000 — 2z — 6y =0
1200 — 8x — 3y >0
2100 — 7z — 6y > 0
x>0
y>0

Para resolver se desarrolla el sistema
2 2\ [(x\ (800
2 6/ \y/  \2000

2o =100  yo =300

y se obtiene

que es una solucién éptima pero no factible. O

Ejemplo 7.19. Aldo tiene la posibilidad de invertir en n activos x1,...,x, que ofrecen una tasa
de retorno aleatoria rq,...,r, respectivamente y cada activo tiene una tasa de retorno promedio
ri = E(r;) parai=1,...,ny la covarianza del activo i con el activo j es o paraj=1,...,n. El
portafolio y = >""" | r;x; formado por todos los activos tiene una tasa media de retorno dada por

n
E(y) = E ToX;
i=1
mientras que la varianza de la inversién esta dada por

o2 = E[(U —5)2] = ZinJijxj

i=1j=1

Lo que le interesa al inversionista es minimizar la volatilidad de la inversién. Plantee el problema
y encuentre la solucién.

Solucion. El enunciado se traduce en el siguiente problema:

n n
min E E XTi05T 5
x
i=1 j=1
n n
s.a E roTi = Yo, E ;=1
i=1 i=1
z; >0Vi=1,....n
la dltima restricciéon nos sirve para normalizar las cantidades invertidas y si los pesos relativos

suman uno, bastarda con ponderar la solucién 6ptima por algiin escalar y se obtiene la cantidad
pedida.

La funcién lagrangeano para este problema es

n

L(ﬂ?, )\, /1,) = Z inoijxj + )\1 (yo - ZT’SI@) + )\2 (1 — ZIZ> + Zul(() - Iz)
i=1 j=1 i=1 i=1

i=1
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Si la solucién es interior, es decir x; > 0 Vi se puede derivar con respecto a x; y la condicién de
primer orden nos queda como sigue:

n
E 0455 — )\17“6 — )\2 =0
j=1

Es posible expresar esta condicién considerando todos los activos, esto se obtiene con una expresién
vectorial dada por
QQ.’IZO —Ae—Xr=0

donde @ denota la matriz de covarianzas, e es la suma de los vectores canénicos de R"™ e; =
0,...,1,...,0) y 7o = (1, ..,7%). Como la solucién es interior todos los y; son cero. Luego, si e
y ro son linealmente independientes el teorema de Kuhn-Tucker es valido, en otro caso la validez
no se pierde porque las restricciones son lineales.

Si @ es invertible, entonces

1, _
Ty = 5 (Q 1)\1€—|- Q 1)\27’)
y asf se obtendran las soluciones (x§,...,z8)
Por sustitucion
xry-e=1 To-To = Yo

entonces

1 -1 1 -1

1:a:0-e:§e-(Q e))\1+§e-(Q 70)A2
1 _ 1 _
Yo=@o T =510 (Q e\ + o (Q 7o) \o

como esto genera un sistema de ecuaciones se puede resolver para despejar A1 y A2 que son escalares
de la forma a + bz y se obtiene

A1 = a1 + biyo
A2 = az + bayo
donde a y b son constantes que dependen del sistema anterior. Retomando la ecuacion
xry-e=1 Zo - To = Yo

si reemplazamos A1 y Ao se llega a
xo = yod + w

donde d y w son vectores de R™ que dependen de @ y 7q, luego la varianza de la inversién es

o? = (yod + w) - [Q(yod + w)] = (ayo + B)* +7

donde «, By v dependen de @ y 7.

En base a esto se puede construir una frontera de portafolios eficientes. Cada portafolio eficiente
corresponde a un promedio ponderado de dos portafolios que se encuentren en la frontera de
eficiencia como se ve en la siguiente figura:
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Yo

o=ay+pB

Frontera de eficiencia

Figura 7.7: Frontera de eficiencia.

O

Podriamos extendernos mucho més sobre optimizacion pero, de acuerdo a los objetivos del cur-
so, con lo ya expuesto hemos presentado toda la base e incluso muchos mas temas que en un
curso de calculo multivariable habitual o estandar. Karush-Kuhn-Tucker nos da la base para la
Programacion Lineal y muchos métodos eficientes que se tratan en cursos superiores.
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7.5. Ejercicios

Teorema de los multiplicadores de Lagrange

Ejercicio 9. Demuestre la siguiente versiéon del Teorema de los Multiplicadores de Lagrange:

Sean > 2y D C R" abierto. Sean f,g: D — R funciones C! en D. Supongamos que la restriccién
de f al conjunto I' = {& € R™ : g(x) = 0} tiene un punto critico en a € I'. Entonces 3(A, u) con
componentes no nulas tales que

AV f(a)+ uVg(a) =0 (*)
Sugerimos los siguientes pasos:

1. Explique por qué si Vg(a) = 0 se cumple el teorema.

2. Suponga que Vg(a) # 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer entonces que aagT@
0. Explique la validez de este supuesto.
3. Pruebe que 3U C R"! que contiene a ¢ = (ay,...,a,_1) y una funcién ¢ : U — R tal que

p(c) =an e (y,9(y)) eI Vy € U.
4. Defina ¢ : U — R por ¥(y) = f(y, ¢(y)). Muestre que para k € {1,...,n— 1} se cumple que

df(a)  Of(a) 9¢(c)
Oxy, + ox, O =0

5. Encuentre una expresién para V¢(c) en funcién de g o sus derivadas y concluya.

Indicacion. Encuentre (A, 1) tal que la ecuacién (*) se cumpla para las primeras n — 1 coordenadas
y verifique y verifique que con esos mismos valores la ecuacién también se cumple para la n-ésima
coordenada.

Ejercicio 10. Demuestre que si se tienen n ntimeros positivos entonces el problema:

n

min ZCEZ

-
n

s.a Hmizl, x; >0Vie{l,...,n}
i=1

Nos permite encontrar la igualdad
1 n n 1/n
i=1 i=1

Ejercicio 11. Deduzca que el siguiente problema:

n
max H xT;
xr
i=1

s.a inzl, x; >0Vie{l,...,n}

i=1

Nos permite obtener la misma igualdad del problema anterior.






Notacion

Adherencia de A

Bola abierta de centro xq y radio r

Bola cerrada de centro xg y radio r
Complemento ortogonal de A

Conjunto de los reales mayores o iguales a cero
Conjunto de los reales estrictamente positivos
Conjunto de direcciones criticas del e.v. S en @
Definido por

Diferencia entre A y B

Diferencial de f

Espacio vectorial generado por el gradiente de f
Espacio vectorial normal al e.v. S en x

Espacio vectorial tangente al e.v. S en «

Familia de las funciones con n-ésimas derivadas parciales continuas
Frontera de A (puede escribirse 0A)

Gradiente de f (vector derivada)

Hessiano de f

Hessiano de f sélo con respecto al vector x
Interior de A

j-ésimo elemento de la base candnica de R™
Laplaciano de f (sumatoria de todas las segundas derivadas parciales)
Mapeo o transformacion que describe una funcién
Producto interno entre e y
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